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 O osso, como a maioria dos tecidos vivos, apresenta a habilidade de adaptar 
sua microestrutura interna em face do ambiente mecânico e fisiológico. Evidências 
experimentais apontam que a remodelação óssea interna é um mecanismo de reparo o 
qual visa manter a resistência do osso, conservando sua massa e evitando fraturas. Este 
trabalho propõe um algoritmo numérico de remodelação anisotrópico baseado na teoria 
da Mecânica do Dano Contínuo, e sua ideia fundamental é simular a porosidade do osso 
como dano, seguindo o modelo proposto por Doblaré & Garcia (2002). Adota-se como 
estímulo mecânico a matriz Dano para dirigir as respostas celulares nesse processo. 
Essa matriz é escrita em função da variável observável vetor de deformações, da 
variável interna matriz Remodelação e do escalar dano. A conhecida “zona morta” - 
região em que o volume de vazios no interior do tecido permanece constante - é 
estabelecida no domínio da matriz Força Termodinâmica. Negligenciada por algumas 
teorias de remodelação correntes, a formulação matemática proposta incorpora a 
possibilidade de haver reabsorção óssea em níveis superiores de deformação, quando o 
dano acumulado no tecido decorrente das atividades diárias é excedido do limite. 
Objetivando avaliar a habilidade do algoritmo numérico em descrever o mecanismo do 
osso de se autorreparar quando danificado, um estudo computacional por elementos 
finitos é realizado no problema de uma barra a qual simula uma trabécula previamente 
danificada. O modelo também é aplicado a problemas bidimensionais de ossos longos 
com e sem prótese, com particular referência à extremidade proximal do fêmur humano. 
 
 
Palavras-chave: Remodelação Óssea Interna, Anisotropia, Mecânica do Dano 





 The bone, as the majority alive tissues, is capable of continuously adopting itself 
to changes in its physical and mechanical environment. Experiments show that internal 
bone remodeling is a regenerate mechanism whose purpose is to maintain its resistance, 
keeping its mass and avoiding future bone fractures. This work proposes an anisotropic 
remodeling numerical algorithm based on Continuum Damage Mechanics Theory. The 
fundamental idea of the proposed method is to simulate the bone porosity as damage, 
according to Doblaré & Garcia (2002). The Damage matrix is the mechanical stimulus 
that drives cell responses in this process. This tensor is represented by the observable 
variable strain vector, the internal variable Remodeling matrix and the scalar damage. 
The well known dead zone – the region inside the tissue in which the empty volume 
remains constant – is defined in the Thermodynamic Force matrix domain. Not 
considered by some recent remodeling theories, the proposed numerical model enables 
bone resorption in greater strain levels, when the accumulated damage in the tissue, due 
to daily activities, exceeds certain limits. Aiming to evaluate the proposed numerical 
method capability to correctly describe the remodeling bone mechanism, this works 
carried out a computational study, using Finite Element, simulating a previously 
damaged trabecula by means of a bar. The model is also applied to bidimensional 
problems – long bones with or without prosthesis – especially those relating to the 
proximal extremity of the femur. 
 
 
Keywords: Internal Bone Remodeling, Anisotropy, Continuum Damage Mechanics, 






 O tecido ósseo é um material complexo, sendo a sua microestrutura não-
homogênea, porosa e anisotrópica. Um aspecto importante do comportamento ósseo é a 
sua capacidade autoadaptativa, a qual consiste em modificar sua microestrutura e suas 
propriedades de acordo com o ambiente mecânico e fisiológico. Os ossos podem: 
crescer, alterar a sua morfologia (remodelação ou modelação), autorreparar fraturas 
(cicatrização) e renovar-se continuamente por um processo permanente chamado 
remodelação óssea interna. Todos esses processos são governados por fatores 
mecânicos, hormonais e fisiológicos. O crescimento e a modelação, na maioria das 
vezes, ocorrem durante a infância; a cicatrização ocorre durante a reparação de uma 
fratura; e a remodelação interna ocorre ao longo da vida, representando papel 
fundamental na evolução da microestrutura óssea e, consequentemente, na adaptação de 
propriedades estruturais e na reparação de microdanos (Doblaré, et al., 2004). 
 Modelos matemáticos e fenomenológicos têm sido desenvolvidos para simular 
o processo de remodelação óssea interna. Grande parte desses associa às propriedades 
mecânicas do tecido ósseo a densidade aparente, a porosidade ou a fração de volume 
ósseo. Outra característica comum entre eles está na definição do estímulo mecânico 
associado a variáveis mecânicas (deformação ou tensão) as quais guiam as atividades 
celulares na adaptação óssea. O início da remodelação ocorre no momento em que o 
osso sente um estímulo, originado do carregamento externo, da influência hormonal, 
entre outros. Diversos estímulos mecânicos têm sido utilizados em algoritmos 
numéricos para simular o comportamento do osso sob carga como, por exemplo, a 
energia densidade de deformação ou a energia de deformação (função energia livre de 
Helmoltz), a tensão, a deformação, o microdano ou a combinação desses (Huiskes et al., 
1987; Li et al., 2007; Weinans et al., 1992; Jacobs, 1994; Jacobs et al., 1997; Mikíc & 
Carter, 1995; Ramtani et al., 2004; McNamara, 2004; Doblaré & Garcia, 2002, Rüberg, 
2003). Grande parte desses modelos é aplicada em simulações numéricas de problemas 
na área ortopédica e na área odontológica, obtendo-se razoáveis aproximações do 
comportamento real do osso, principalmente sob o ponto de vista qualitativo. 
Entretanto, como já apontado no trabalho de Mellal et al. (2004) e Souza et al. (2008a), 
as predições desses algoritmos podem diferir quanto ao ganho ou perda de massa óssea 
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e na velocidade da remodelação, conduzindo a resultados contraditórios e algumas 
vezes inconsistentes. 
 Várias teorias biomecânicas propõem a deformação ou o microdano como 
estímulo mecânico externo para dirigir as respostas celulares no processo de 
remodelação óssea. Evidências experimentais apontam que esse estímulo não é 
caracterizado exclusivamente pela deformação ou pelo microdano, mas que ambos 
operam no processo de manter a resistência do osso e evitar fraturas (McNamara & 
Predengarst, 2007; Ramtani et al, 2004; Ramtani & Zidi, 1999; Ramtani & Zidi, 2001). 
Quando a componente dano é incorporada como um dos estímulos que regulam o 
processo, a resposta adaptativa predita do tecido difere substancialmente dos modelos 
que não levam em conta o seu efeito. Claramente, esse fato é observado nas simulações 
numéricas efetuadas com os modelos desenvolvidos por Ramtani et al. (2004) e 
McNamara (2004). Constata-se que os microdanos presentes no tecido ósseo trabecular 
induzem não somente à formação ou reabsorção óssea nos locais danificados, mas em 
outras regiões do tecido que estão intactas, alterando a rigidez global do osso. Os 
autores Zioupos & Casinos (1998) sugerem que a progressão do dano no osso é 
diferente na tração e na compressão e depende do nível de tensão ou deformação 
aplicado. 
 As propriedades mecânicas do osso variam com os fatores metabólicos, tais 
como a idade, sexo e nutrição, e também com outros fatores, como o grau de 
mineralização e a densidade aparente (Doblaré et al., 2004). Na literatura existem 
aproximações das propriedades materiais mais sofisticadas que envolvem os parâmetros 
fração de volume ósseo e fração cinza (Hernandez et al., 2001). Os modelos de 
remodelação negligenciam grande parte desses fatores e definem uma lei matemática 
para descrever a evolução da densidade aparente como resposta direta das alterações no 
ambiente mecânico. 
 A remodelação óssea interna envolve a atividade unida das células osteoclastos 
e osteoblastos. No local em que ocorre a remodelação, os osteoclastos estão ativos 
primeiro, reabsorvendo osso, seguido pelos osteoblastos formando osso. Essas células 
que estão ativas em harmonia compõem a intitulada Unidade Multicelular Básica 
(Hernandez et al., 2001). Entretanto, a velocidade de remodelação para a formação ou 
reabsorção difere entre si (Doblaré & Garcia, 2002). Essa diferença é simulada em 
grande parte dos modelos através de constantes empíricas ou experimentais. Esse 
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comportamento pode ser descrito também por tensores, como no modelo de Doblaré & 
Garcia (2002). 
 Outra característica importante desses métodos é a suposição de que o osso é 
um material homogêneo e isotrópico (Huiskes et al, 1987; Ramtani et al., 2004; Jacobs, 
1994). Essa simplificação das propriedades mecânicas e a homogeneização do tecido 
ósseo a fim de aplicar a metodologia da Mecânica do Contínuo são irreais, visto que o 
osso é um material heterogêneo, multifásico e anisotrópico. A autora McNamara (2004), 
em seu trabalho, considera o osso constituído de dois diferentes materiais: tecido ósseo 
e medula; contudo, esses tecidos são descritos como isotrópicos. Outros modelos 
conferem ao osso o caráter anisotrópico, obtendo resultados com razoável precisão 
quanto à distribuição da densidade e da anisotropia (por exemplo, os modelos 
desenvolvidos por Doblaré & Garcia, 2002 e Jacobs et al., 1997), porém a porosidade e 
a composição do osso são homogeneizadas nessas aproximações. 
 Fundamentado nos princípios da Mecânica do Dano Contínuo, os 
pesquisadores Doblaré & Garcia (2002) propuseram um modelo de remodelação óssea 
interna. A ideia principal desse modelo é a interpretação da porosidade do osso como 
dano, incluindo magnitude e orientação. Esses autores criaram o intitulado tensor 
Remodelação, análogo ao tensor Dano padrão, o qual caracteriza a alteração na rigidez 
da microestrutura óssea. A formulação matemática dessa teoria de dano-reparo é 
desenvolvida com base nos modelos isotrópico (Jacobs, 1994) e anisotrópico (Jacobs et 
al., 1997) de Stanford. O autor Rüberg (2003), em seu trabalho de tese, simulou 
computacionalmente o fêmur proximal com a aproximação isotrópica de Stanford, 
obtendo a distribuição qualitativa da densidade aparente. Os resultados dessa simulação 
mostraram que a estrutura predita diverge da distribuição real da densidade de um fêmur 
proximal saudável para passos de tempo superiores a trezentos dias. Esse autor aponta a 
possibilidade do modelo de Doblaré & Garcia (2002) sofrer as mesmas deficiências 
observadas. 
 A formulação matemática do modelo de remodelação óssea interna proposta 
neste trabalho está fundamentada nas teorias biomecânicas propostas por Doblaré & 
Garcia (2002) e McNamara (2004). A nova aproximação baseia-se na Mecânica do 
Dano Contínuo e propõe como estímulo mecânico a matriz Dano (decorrente do tensor 
Dano), para dirigir as respostas celulares durante o processo de adaptação óssea. O 
estímulo matriz Dano é definido como uma variável termodinamicamente associada à 
variável interna matriz Remodelação, à variável observável vetor de deformações e ao 
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escalar dano. A então intitulada “zona morta” - região em que o volume de vazios no 
interior do tecido permanece constante - é estabelecida no domínio da matriz Força 
Termodinâmica. Ao modelo, incorpora-se a possibilidade de haver reabsorção óssea em 
níveis superiores de deformação, quando o escalar dano acumulado no tecido 
(decorrente das atividades diárias) é excedido do limite. Subsequente à remoção de 
tecido danificado, o algoritmo prevê a re-locação de tecido novo na cavidade formada 
pelas células osteoclastos. 
 Ao relacionar a porosidade do osso à matriz Dano de maneira similar ao 
proposto por Doblaré & Garcia (2002), o modelo conjectura a possibilidade de haver 
redução do dano no tecido durante o processo de reparação e, por consequência, um 
aumento na rigidez. Portanto, a evolução da matriz Dano torna-se negativa durante esse 
processo, contrariando o conceito clássico de dano que tem a evolução positiva como 
um corolário direto da segunda Lei da Termodinâmica. Essa característica constitui a 
diferença essencial entre o comportamento de materiais inertes (não vivos) e materiais 
biológicos (adaptativos). Outro aspecto interessante é que para níveis de tensão abaixo 
de certo limite há produção de dano reduzindo a massa óssea (aumento da porosidade). 
 Objetivando avaliar a habilidade do algoritmo numérico em descrever o 
mecanismo do osso de autorreparar regiões danificadas, um estudo computacional por 
Elementos Finitos é efetuado num problema bidimensional de uma barra que simula 
uma trabécula previamente danificada. Esse problema é semelhante ao analisado pelos 
autores McNamara & Prendergast (2007) e McNamara (2004). O novo modelo também 
é aplicado a problemas bidimensionais de ossos longos generalizados com e sem 
prótese, com particular referência à extremidade proximal do fêmur humano, obtendo-se 















1.1.1 OBJETIVO GERAL 
 
 O objetivo geral desta tese é desenvolver um modelo numérico computacional 
para simular a remodelação óssea interna, em termos da fração de volume ósseo (ou 
densidade aparente) e do nível de dano, conferindo ao tecido o caráter anisotrópico. A 
formulação matemática está fundada nos princípios da Mecânica do Dano Contínuo. 
 
 
1.1.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS 
 
 
 Este trabalho tem como objetivos específicos: 
• formular matematicamente o modelo a partir da readaptação de duas 
teorias biomecânicas correntes na literatura numa única. São utilizadas as teorias 
propostas pelos autores Doblaré & Garcia (2002) e pela autora McNamara (2004); 
• definir as variáveis de estado (internas e observáveis) que caracterizam a 
microestrutura óssea e a incidência dessas nas propriedades materiais do tecido; 
• propor novas funções convexas para descrever a região da “zona morta”; 
• estabelecer os limites da zona de equilíbrio na remodelação em função do 
vetor de deformação de referência, sendo uma extensão das deformações uniaxiais que 
restringem essa região no modelo de McNamara (2004) para o caso plano; 
• definir o estímulo mecânico externo que dirige as respostas celulares 
durante o processo de remodelação; 
• implementar computacionalmente o algoritmo proposto por intermédio 
da linguagem de programação COMPAQ VISUAL FORTRAN EDITON 6.5; 
• avaliar a capacidade do modelo proposto em predizer a evolução da 
microestrutura óssea utilizando a técnica de Elementos Finitos, através de análises 
estruturais qualitativas de problemas bidimensionais de ossos longos generalizados - 
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1.2 RELEVÂNCIA DO TRABALHO 
 
 
 O envelhecimento mais saudável e ativo alterou o estilo de vida dos idosos, que 
livres de obrigações do trabalho desenvolvem diversas atividades de lazer. Juntamente 
com o aumento da expectativa de vida, veio o aumento da qualidade de vida, devido às 
novas tecnologias e descobertas no ramo da biologia e da farmácia. Entretanto, esse 
estilo moderno de conduta dos idosos despertou nos médicos outra preocupação: quais 
as conseqüências dessa super-atividade sobre o sistema ósseo do corpo? Sintomas dessa 
alteração podem ser vistos na ortopedia. O aumento da incidência de fratura, devida a 
quedas ou esforços originados de atividade física exagerada, despertou o interesse da 
comunidade científica em estudar quais os tipos de esforços e condições que levam ao 
risco maior de ocorrência de uma fratura. A partir daí, nasce o ramo da Bioengenharia 
concentrado na aplicação de ferramentas de análise estrutural de engenharia à solução 
de problemas de medicina ortopédica (Noritomi, 2000). 
 Distinguida dos fenômenos de crescimento ósseo e de cicatrização de fraturas 
(apresentam características temporárias), a estrutura interna do osso é mantida e 
adaptada pelo processo chamado de remodelação. No último século, o interesse sobre 
esse processo tem aumentado e, particularmente, nos últimos vinte anos, algoritmos 
numéricos têm sido desenvolvidos para simulá-la. Embora esses algoritmos sejam 
capazes de predizer boas aproximações do comportamento real, análises quantitativas 
têm sido impossíveis e aspectos biológicos negligenciados (Rüberg, 2003). 
 Vários pesquisadores têm trabalhado no desenvolvimento e implementação de 
modelos numéricos com o intuito de simular o complexo comportamento do tecido 
ósseo. A utilização do Método de Elementos Finitos na análise estrutural global de 
diferentes sistemas de implantes apresenta grande relevância no tratamento de fraturas 
ósseas. Simulações computacionais possibilitam executar estudos extensivos com baixo 
custo, acerca do efeito de diferentes tipos de próteses no comportamento do tecido 
ósseo. A inclusão de um implante implica em considerável alteração na maneira em que 
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a carga é transmitida, modificando a microestrutura e produzindo reabsorção e/ou 
formação em diferentes regiões do osso (Doblaré et al., 2002). Por consequência, a 
habilidade de predizer a adaptação óssea - causada pela implantação de próteses – 
constitui ferramenta importante em aplicações tecnológicas e particularmente, no 
projeto de implantes ortopédicos e parafusos para a reparação de fratura óssea (Fancello 
& Roesler, 2003). 
 Embora muitos modelos sejam desenvolvidos essencialmente para a ortopedia, 
esses são aplicáveis também no contexto da implantologia oral. A inserção de um 
implante num sulco sem dente modifica o estado de tensão local e induz ao fenômeno 
de adaptação óssea (Mellal et al., 2003). Por conseguinte, modelos numéricos 
generalizados podem ser úteis quanto à predição da morfologia interna do osso em 
análises de implantes sob cargas circundados por tecido ósseo. 
 Modelos computacionais que simulam a adaptação óssea podem ser 
proveitosos no desenvolvimento de métodos para o tratamento da osteoporose baseados 
em exercícios físicos ou combinados com fármacos que alteram a atividade celular. 
Outra área em que podem ser aplicados é a osteoporose pós-menopausa – perda da 
densidade óssea e conectividade trabecular com altas taxas de remodelação 
(Ruimerman, 2005). 
 Em síntese, as simulações de remodelação óssea fornecem importantes 
tendências para a modificação de parâmetros clínicos e de projeto a baixo custo, 
possibilitando análises quanto à influência de variáveis de projeto de implante 
(geometria, forma, posição, módulo de elasticidade, revestimento, entre outros), 
variáveis do osso (geometria e distribuição da densidade óssea e da anisotropia) e 
diferentes condições de carregamento (Doblaré et al., 2002). 
 Nesse contexto, infere-se que as simulações computacionais de remodelação 
são partes essenciais no projeto de implantes e sistemas de planejamento pré-operatório, 







1.3 ESTRUTURA DA TESE 
 
 
 O trabalho se estrutura em sete capítulos. No Capítulo 2, aborda-se a estrutura 
do tecido ósseo compreendendo os seguintes itens: a biologia do osso, a composição do 
tecido ósseo, o processo de adaptação óssea e as propriedades mecânicas do tecido. 
 No Capítulo 3 aparece a revisão bibliográfica de trabalhos relacionados ao 
processo de adaptação óssea. Esse capítulo tem o propósito de posicionar o leitor da 
produção científica publicada acerca do tema nos últimos anos. 
 Uma síntese de modelos computacionais que simulam a remodelação óssea 
interna é apresentada no Capítulo 4. Nesse capítulo são descritos modelos sob o ponto 
de vista puramente mecânico. 
 A proposta de um novo algoritmo de remodelação, contendo o 
desenvolvimento da formulação matemática, detalhes acerca da implementação 
computacional e o algoritmo – na sua forma implícita e explícita -, é mostrada no 
Capítulo 5. 
 As análises e os resultados de três simulações numéricas por Elementos 
Finitos, com o intuito de avaliar o potencial do modelo em predizer a evolução da 
microestrutura óssea, são apresentados no Capítulo 6. Como primeiro exemplo, faz-se a 
simulação computacional da remodelação óssea de uma trabécula, semelhante ao 
proposto pelos autores McNamara & Prendergast (2007) e McNamara (2004). Nos dois 
exemplos seguintes, realizam-se estudos de modelos geométricos simplificados da 
extremidade proximal do fêmur com e sem prótese. 
 Finalmente, no Capítulo 7, encontram-se as conclusões e as observações sobre 




2. ESTRUTURA DO TECIDO ÓSSEO 
 
 
2.1 BIOLOGIA DO OSSO 
 
 
 O tecido ósseo é um material vivo cuja principal função é a formação do 
esqueleto, possibilitando a locomoção e a proteção de órgãos vitais (pulmão, cérebro, 
coração, …). Outra importante função desempenhada é a de servir como reservatório 
mineral (Doblaré, et al., 2004). O sistema músculo – esquelético transmite forças de 
uma parte do corpo para outra sob deformações controladas, originadas de 
carregamentos permanentes e / ou transientes causados por atividades diárias ou eventos 
especiais como, por exemplo, acidentes (Rüberg, 2003). 
 Vários tecidos participam deste objetivo mecânico de transmissão e proteção: 
osso, cartilagem, tendões, ligamentos e músculos. O primeiro determina principalmente 
a rigidez e a resistência estrutural global, enquanto que os demais tecidos transmitem as 
tensões entre os ossos do esqueleto. Essas propriedades mecânicas são o resultado de 
certa rigidez (reduzir deformações e achar uma cinemática eficiente) com ductilidade 
suficiente para absorver impacto (reduzir o risco de fratura e minimizar o peso do 
esqueleto). 
 Como a maioria dos materiais biológicos, o tecido ósseo exibe propriedades 
estruturais interessantes. Esse tecido apresenta resistência à tração similar à do aço e, 
além disso, é três vezes mais leve e dez vezes mais flexível. Essas propriedades se 
devem principalmente a sua microestrutura heterogênea. Outrossim, o tecido ósseo está 
sob permanentes mudanças em resposta a diferentes sinais, tais como carregamentos 
externos, influência hormonal, entre outros (Doblaré & García, 2002). 
 A estrutura do osso é composta por hidroxiapatita, colágeno, pequena 
quantidade de proteoglicans, proteínas não-colágenas e água. A matriz óssea é 
constituída de duas partes: a inorgânica, responsável principalmente pela resistência à 
compressão e rigidez; e a outra, a orgânica, a qual fornece resistência à tração. Essa 
composição varia de acordo com a espécie, a idade, o sexo, a especificidade do osso e 
as doenças que podem ou não a afetar (Doblaré, et al., 2004). 
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 A porosidade do tecido ósseo pode variar de 5 % a 95 %, contudo o osso 
geralmente apresenta regiões com baixa ou alta porosidade. Há dois tipos de tecido 
ósseo: 
• Tecido ósseo trabecular ou esponjoso: possui porosidade de 50 a 95 % e é 
usualmente encontrado em ossos na forma de cubo, planos e nas extremidades de ossos 
longos. Os poros são interconectados e preenchidos com medula (tecido cuja função 
principal é a produção de células básicas de sangue; e sua composição compreende 
vasos sanguíneos, nervos e vários tipos de células) (Doblaré, et al., 2004). Sua estrutura, 
menos densa, assemelha-se a uma rede de treliças espaciais (trabéculas), as quais se 
interligam formando uma trama espacial com vazios que podem ser preenchidos com 
fluidos (Figura 2.2b) (Noritomi, 2006). 
• Tecido ósseo compacto ou cortical: apresenta porosidade de 5 a 10 % e 
diferentes tipos de poros. A porosidade vascular - com diâmetro de 50 µm - é 
constituída por canais de Havers (alinhados ao eixo longitudinal do osso) e de 
Volkmann (canais transversais que se conectam aos canais de Havers) com 
capilaridades e nervos. Outras porosidades estão associadas às lacunas (cavidades 
conectadas através de pequenos canais conhecidos por canalículos) e ao espaço entre o 
colágeno e a hidroxiapatita (aproximadamente 10 nm). O osso cortical consiste de 
estruturas cilíndricas conhecidas como osteons ou sistemas Haversianos. Em geral, esse 
tecido é encontrado na diáfise de ossos longos e circundando o osso trabecular, 
formando uma casca externa (Doblaré, et al., 2004) (Figuras 2.2c). 
 
 




 Na Figura 2.1, a imagem à esquerda mostra como o osso trabecular é 
constituído e à direita, a seção transversal da diáfise de um osso longo. 
 Os osteons - estruturas de 100 a 150 µm de raio – estão situados, grosso modo, 
ao longo do eixo do osso e contém um canal (canal osteonal) no seu centro. Esse canal 
encerra vasos sanguíneos, nervos e espaços ocupados por fluido ósseo. As paredes desse 




Figura 2. 2 – Distribuição do osso cortical e trabecular em um osso longo (Noritomi, 
2006). 
 
 As células ósseas, de acordo com a sua função, podem ser de quatro tipos 
(Doblaré, et al., 2004): 
• Osteoblastos: são células mesênquimais diferenciadas que produzem osso. Elas 
são fabricadas na camada periósteo ou tecido estroma da medula óssea. 
• Osteoclastos: removem massa óssea, desmineralizando com ácido e dissolvendo 
colágeno com enzimas. Essas células originam-se da medula óssea. 
• Células de revestimento: são osteoblastos inativos que permanecem sobre a 
superfície, após a cessação da formação óssea. Podem ser reativadas em reposta 
ao estímulo químico e / ou mecânico. 
• Osteócitos: são osteoblastos antigos localizados nas lacunas e se comunicam 
com as células restantes através dos canalículos. 
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2.2 COMPOSIÇÃO DO TECIDO ÓSSEO 
 
 
 O osso é um sólido poroso (podendo ser considerado como um material 
compósito) com duas fases: uma sólida (a matriz óssea contém colágeno e cristais de 
hidroxiapatita) e a outra fluida (sangue e fluido extra-celular). 
 No cômputo do volume total do tecido ósseo ( )TV  deve-se acrescer o volume 
de vazios. Matematicamente, pode ser expresso pela seguinte equação (Rüberg, 2003): 
 
  VBT VVV +=  (2.1) 
 
onde BV  é o volume de tecido ósseo e VV  o volume de vazios. Nota-se que a distinção 
entre o osso (correspondente ao volume total) e o tecido ósseo é que este não contém 


















==  (2.2) 
 
 Outra quantidade importante a ser definida é a densidade aparente (ρ). Essa 














==  (2.3) 
 
onde Tm  é a massa total, Bm  a massa de matriz óssea e Vm  a massa fluida. A densidade 







ρ =ˆ  (2.4) 
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 A densidade ρ̂  é uma densidade fictícia de uma amostra óssea com porosidade 
nula ( )0=p . Em geral, assume-se que essa quantidade seja constante cujo valor 
corresponde à cerca de 2100 Kg m-3 (ou 2,1 g cm-3) (Doblaré & Garcia, 2002). 
Entretanto, essa densidade não é constante, uma vez que os constituintes orgânicos e 
inorgânicos do osso diferem quanto ao peso específico. Hernandez et al. (2001) 
propõem uma aproximação linear para a densidade do tecido ósseo descrita por: 
 
  ( ) 1,29α1,41gcmρ 3 +=−ˆ  (2.5) 
 
































==  (2.6) 
 
onde ρρ1p ˆ/−= . O grau de mineralização (ou calcificação) influencia no 
comportamento mecânico do osso. Segundo Rüberg (2003), a sua contribuição na 
rigidez do osso é comparável à fração de volume ósseo. Assim, a calcificação está longe 
de ser negligenciada na relação constitutiva do osso. Os autores Hernandez et al. (2000) 
propõem uma aproximação razoável para essa quantidade expressa pela seguinte 
equação em função do tempo t: 
 
  ( ) ( ) ( )atexpαααtα max0max −−+=  (2.7) 
 
onde 0α  representa a mineralização inicial, maxα  refere-se ao grau máximo de 
mineralização e a um parâmetro que determina a forma da curva. O processo de 
mineralização é dividido em duas fases. Na primeira fase, a formação de fosfato de 
cálcio sólido e íons fosfato procedem em poucas horas conduzindo a 60 % do mineral 
final. Na fase secundária, o processo de formação mineral continua, contudo a 
acumulação de mineral se dá lentamente, numa escala de anos. Isso explica o porquê do 
esqueleto de uma criança ser particularmente menos mineralizado do que o esqueleto de 
uma pessoa adulta. Portanto, os ossos de uma criança tendem a se deformarem mais, 
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antes de uma fratura, do que os ossos de uma pessoa adulta. Um esboço da evolução no 
tempo t resultante da Eq. (2.7) é mostrado na Figura 2.3 considerando os seguintes 
parâmetros: 0,45α0 = , 0,7αmax =  e 0,0003387a = . Nesse esboço, é representada 
somente a segunda fase de mineralização já que a simulação de remodelação óssea 
progride com incrementos na escala de dias. 
 
 




2.3 ADAPTAÇÃO ÓSSEA 
 
 
 O tecido ósseo consiste de três sub-volumes: volume mineralizado, volume 
osteóide e volume poroso. O processo de adaptação óssea converte um tipo de volume 
em outro. Por exemplo, a conversão do volume mineralizado em volume poroso 
caracteriza a reabsorção pelo osteoclasto (Hernandez et al., 2000). 
 Portanto, a adaptação óssea é o resultado da atividade combinada de células 
ósseas num determinado local do osso. Essa atividade é denominada remodelação ou 
modelação. Aquele difere deste, uma vez que a modelação é um processo que envolve a 
atividade dos osteoclastos ou osteoblastos, sem que haja união entre ambos. Já na 
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remodelação, diferentemente, essas células desempenham essa atividade de maneira 
unida e sincronizada (Hernandez et al., 2000). 
 No processo de remodelação óssea, no local em que ocorre a remodelação, os 
osteoclastos estão ativos primeiro, reabsorvendo osso, e na seqüência, os osteoblastos 
aparecem formando osso. Esse processo não é executado individualmente por cada 
célula, mas por grupos de células funcionando como unidades celulares organizadas, 
denominadas unidades multicelulares básicas - UMB. A UMB opera no periósteo, no 
endósteo, nas superfícies trabeculares e no osso cortical, substituindo osso antigo por 
novo em discretos pacotes. A UMB segue uma seqüência de processos bem definidos: 
ativação, reabsorção e formação (Hernandez et al., 2000). 
 Na modelação, as atividades celulares dos osteoclastos e osteoblastos são 
basicamente similares às da remodelação. Contudo, nesse caso, a formação e a 
reabsorção não são balanceadas, o que causa mudanças na microarquitetura. As 
atividades dessas células podem ser desunidas completamente. De fato, o 
descarregamento completo pode causar reabsorção sem ser seguida por formação. 
 A modelação e a remodelação não diferem substancialmente no nível celular. 
Elas estão baseadas nas ações separadas das células de reabsorção óssea (osteoclastos) e 
das células de formação óssea (osteoblastos). O processo de remodelação inicia-se na 
superfície óssea com os osteoclastos. Essas são células multinucleadas, formadas pela 
fusão de precursores mononucleares de origem hematopoiética. Elas se ligam à matriz 
óssea e formam uma borda desordenada na interface osso/osteoclasto. Os osteoclastos 
acidificam o microambiente e dissolvem as matrizes orgânicas e inorgânicas do osso. 
Cessado o processo de reabsorção, os osteoblastos aparecem no local depositando 
osteóide na superfície e mineralizando-o, formando, consequentemente, tecido ósseo 
novo. Os osteoblastos derivam de células mesênquimais encontradas na medula óssea, 
no periósteo e nos tecidos flexíveis. Quando os mesmos acabam a sua atividade, ou seja, 
param de sintetizar osso, transformam-se em células que revestem a nova superfície 
óssea. Essas células de revestimento são interconectadas na matriz óssea através da rede 
de canalículos (Ruimerman, 2005). 
 Dependendo do tipo de tecido ósseo – cortical ou trabecular – UMB difere 
quanto à organização. As diferenças morfológicas preponderam sobre as biológicas 
(Figura 2.4). As UMBs progridem através do osso, com os osteoclastos reabsorvendo 
osso. Após a reabsorção ser completada, os osteoblastos começam a depositar osteóide. 
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No osso cortical, a remodelação toma lugar nos canais Haversianos (Figura 2.4a) e no 
osso trabecular, a remodelação toma lugar sobre a superfície do mesmo (Figura 2.4b). 
 A UMB, no osso cortical, forma um canal cilíndrico de comprimento cerca de 
2000 µm e largura de 150 a 200 µm (Figura 2.4a). Ela gradualmente escava através do 
osso com velocidade de 20 a 40 µm/dia. Na extremidade, na ordem de dez osteoclastos 
cavam um túnel circular na direção do carregamento dominante. Esses são seguidos por 
milhares de osteoblastos que preenchem o túnel para produzir um osteon de osso 




Figura 2. 4 – A progressão da UMB (a) no osso cortical e (b) no osso trabecular 
(Hernandez et al., 2000). 
 
 O processo de remodelação é um evento superficial no osso trabecular. Esse 
tecido sofre esse processo mais ativamente do que o tecido cortical (taxas superiores a 
dez vezes), devido a sua maior superfície com a taxa de volume. Novamente os 
osteoclastos vêm primeiro no processo. Eles viajam através da superfície trabecular com 
uma velocidade de aproximadamente 25 µm/dia, cavando uma trincheira ao invés de um 
túnel, com profundidade de 40 a 60 µm (Figura 2.4b). Como no osso cortical, eles são 
seguidos por osteoblastos formando osso. O local de remodelação cobre áreas de 
tamanhos variados (50 x 20 µm a 1000 x 1000 µm). A UMB trabecular pode ser 
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estimada como metade da UMB cortical. A estrutura resultante formada é chamada de 
osteon trabecular ou hemi-osteon (Ruimerman, 2005). 
 A massa óssea e a orientação trabecular se adaptam conforme o osso é 
solicitado por forças externas. A questão é como as características de carregamento 
externo são sentidas pelo osso e como são traduzidas para a adaptação do tecido. O 
tempo de escala dos processos fundamentais é da ordem de meses ou até anos, o que 
torna o osso um material complexo (Ruimerman, 2005). A estrutura trabecular é 
continuamente reconstruída a tal ponto do tecido ósseo ser completamente substituído 
durante o curso de aproximadamente três anos. Então, o osso trabecular é capaz de 
autorreparar fraturas, simplesmente substituindo parte de sua estrutura por nova 
(Nowac, 2006). 
 Em síntese, na adaptação óssea, o osso submete-se a mudanças morfológicas 
em reposta aos carregamentos mecânicos, modificando sua geometria externa 
(modelação) bem como sua estrutura interna (remodelação). Um decréscimo no 
carregamento mecânico pode causar reabsorção da massa óssea, enquanto que um 
aumento pode conduzir à formação (Doblaré, 2002). 
 
 
2.4 PROPRIEDADES MECÂNICAS DO TECIDO ÓSSEO 
 
 
 Junto ao fato do osso ser um tecido vivo e, portanto, sofrer continuamente 
modificações na sua microestrutura, ele é poroso, não homogêneo, anisotrópico e não-
linear (Rüberg, 2003). As propriedades mecânicas do osso dependem da sua 
composição e estrutura. Essas propriedades variam com fatores metabólicos, tais como 
idade, sexo e nutrição, e com outros fatores, como o grau de mineralização e a 
densidade aparente. 
 Devido à complexidade desse material, algumas suposições são necessárias: de 
um modo geral, considera-se somente a rigidez da matriz óssea (osteóide e constituintes 
minerais), desde que as rigidezes dos vasos sanguíneos e nervos possam ser 
negligenciáveis, já que esses dois últimos correspondem a uma pequena parte 
volumétrica da estrutura inteira. Supondo que o tecido esteja no estado não danificado 
(material íntegro) e reduzindo a sua complexidade para um material isotrópico e 
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homogêneo (elástico linear), o comportamento constitutivo, como uma primeira 
aproximação, pode ser descrito por dois parâmetros materiais: o módulo de Young E e o 
coeficiente de Poisson ν. Seguindo essa aproximação, o método de Stanford relaciona E 
e ν com a densidade aparente ρ através das seguinte relações (apresentado por Jacobs, 
1994 e aplicado e modificado por Doblaré et al., 2002): 
 






































onde ( )ρB  é um fator dado na unidade MPa. O modelo de Hazelwood (Hazelwood et 
al., 2001) é uma aproximação baseada na variável independente p (porosidade). Nessa 
aproximação, o módulo de Young é calculado a partir de um polinômio de grau seis em 
função de dessa variável: 
 
  
( ) ( ) ( ) ( )








onde ( )pE  é dado em MPa. Desde que a mineralização seja negligenciada, a densidade 







−=  (2.11) 
 
onde ρ̂  refere-se a densidade de uma amostra de tecido ósseo com porosidade nula. Na 
Figura 2.5 aparece uma comparação entre os modelos dados por Jacobs (1994) e 
Hazelwood et al. (2001). 
 Como mencionado anteriormente, pode-se considerar o grau de mineralização 
no cômputo da quantidade ρ̂ , tornando-a variável com o tempo. Uma aproximação 
mais sofisticada é fornecida por Hernandez et al. (2001) em que o grau de 
mineralização é levado em conta. O módulo de Young (em GPa) e a resistência à 
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compressão última (em MPa) podem ser determinadas em função da fração de volume 





































Figura 2. 5 – Variação do Módulo de Young (E) em função da densidade aparente ρ: 
comparação entre as aproximações propostas por Jacobs (1994) e Hazelwood et al. 
(2001). 
 
 A Figura 2.6 apresenta a variação do módulo de Young e da resistência à 
compressão última dada pela aproximação de Hernandez et al. (2001). Na obtenção dos 
campos escalares dados pela Eq. (2.12), consideraram-se valores para a fração cinza 
compreendidos no intervalo 7,042,0 ≤≤ α  e para a fração de volume ósseo 10 ≤≤ e . 
Supondo o osso cortical completamente mineralizado ( )7,0=α  e com uma fração de 
volume ósseo de 95%, obtém-se a partir da Eq. (2.12) os valores 27,82GPaE =  e 
266MPaσcúlt = . Comparando o tecido ósseo com o aço ( 210GPaa203E =  e 
860MPaa300σcúlt = ), aquele, mesmo apresentando o valor do módulo de Young 
correspondente a um décimo do valor deste, é mais leve, mais flexível e com magnitude 
da resistência compressiva última similar. 
 Embora todas essas correlações possam predizer as principais propriedades 
mecânicas, elas não consideram a influência das características estruturais e 
microestruturais ou os diferentes comportamentos em cada direção (Doblaré et al., 
2004). Esses aspectos foram considerados primeiro por Lotz et al. (1991). O módulo de 
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Young e a resistência à compressão do osso femoral trabecular e cortical, nas direções 
axial e transversal, são calculados utilizando a densidade aparente como uma variável 
de controle supondo o osso ortotrópico. Esses autores propõem as seguintes correlações 
dadas em MPa (Doblaré et al., 2004): 
 































































Figura 2. 6 – Modelo de Hernandez et al. (2001): (a) variação do módulo de 
elasticidade e (b) da resistência à compressão última, ambos em função da fração de 
volume ósseo e da fração cinza. 
 
 Na Figura 2.7 são apresentados a variação do módulo de Young em função da 
densidade aparente para os dois tipos de tecido, nas direções axial e transversal, obtidas 




Figura 2. 7 – A variação do módulo de elasticidade em função da densidade aparente 
para o osso femoral cortical e trabecular (a) na direção axial e (b) na direção transversal, 
obtida a partir da aproximação proposta por Lotz et al. (1991). 
 
 Os autores Pietruszczak et al. (1999) incluem a dependência direcional da 
resistência através da expressão: 
 















I  (2.17) 
 
onde 0p  e σc0 são propriedades de referência (o primeiro termo é a porosidade média, e 
o segundo, a resistência correspondente a esse nível de porosidade); γ é uma constante 
compreendida no intervalo aberto (1,2); e ( )Ip̂  é a porosidade direcional a qual pode 
ser avaliada por: 
 
    ( ) ( )jiij II1pp̂ Ω+=I  (2.18) 
 
onde p  a porosidade média, Ii a orientação relativa ao sistema de coordenadas 
cartesianas fixado e Ω  o tensor Traceless simétrico, o qual descreve a distribuição dos 
vazios. 
 Essas relações matemáticas são usadas para predizer a ruptura do fêmur 
proximal com o modelo de EF. A maioria dos modelos de aproximação das 
propriedades mecânicas considera o comportamento isotrópico do tecido ósseo. Os 
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autores Pietruszczak et al. (1999) incluem o comportamento anisotrópico em 
simulações de fratura femoral, mas com a razão anisotrópica constante, apesar de ela 
variar amplamente no fêmur em diferentes localizações (Wirtz et al., 2000). Modelos de 
remodelação óssea interna conseguiram resolver essa limitação (Doblaré & Garcia, 
2002; Doblaré & Garcia, 2001; Jacobs et al., 1997; e Bagge, 2000), possibilitando a 
predição da distribuição da densidade aparente e da anisotropia com razoável precisão 
(Doblaré et al., 2004). 
 Outra suposição da maioria das análises de EF é a linearidade do 
comportamento constitutivo do tecido ósseo. Pode-se obter maior precisão nos 
resultados considerando as propriedades materiais não-lineares para o osso cortical e 




3. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 
 
 A remodelação óssea interna tem sido descrita por vários modelos matemáticos 
e fenomenológicos. Esses modelos têm aspectos comuns, como a definição de um 
estado de equilíbrio (baseado, por exemplo, na energia, na tensão, no dano ou na 
densidade de referência) e a utilização de uma lei matemática que descreve a evolução 
desse processo através de taxas de remodelação. Em geral, utilizam-se variáveis de 
estado para conduzir esse processo, como a densidade aparente ou a fração de volume 
ósseo em pontos discretos (Bagge, 2000). 
 Para melhor clareza acerca do tema deste trabalho, neste capítulo são resumidos 
alguns trabalhos publicados na área da Biomecânica e Mecanobiologia, subdivididos 
pelos seguintes assuntos: estímulo de tensão diário e energia de deformação; otimização 
estrutural; avaliação das propriedades materiais do tecido ósseo; poroelasticidade; 
processos biológicos; mecânica do dano; e próteses cimentadas e não – cimentadas. 
 
 
3.1 ESTÍMULO DE TENSÃO DIÁRIO E ENERGIA DE DEFORMAÇÃO 
 
 
 A aproximação da remodelação óssea proposta pelos autores Beaupré et al. 
(1990) estabelece que, dado um conjunto de cargas atuantes sobre um osso, uma 
distribuição do estímulo de tensão será criada no tecido ósseo e o osso mudará sua 
forma externa e sua estrutura interna, até que todo o tecido ósseo se aproxime de um 
estímulo de tensão diário específico, chamado de estímulo de tensão de referência ao 
nível do tecido *tψ  (constante determinada a partir de dados experimentais). Essa 
condição de equilíbrio de remodelação interna, onde não há aposição ou reabsorção de 
massa óssea, é dada pela seguinte relação: 
 
  *tt ψψ =  (2.1) 
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onde tψ  é o estímulo de tensão diário ao nível do tecido. 
 Na morfologia do osso longo, há uma transição da estrutura trabecular (porosa) 
na epífase para a estrutura cortical vazada na diáfase. Dois tipos de descontinuidades 
são observados em simulações numéricas de adaptação óssea. O primeiro tipo - 
descontinuidade de campo perto - aparece em áreas próximas à aplicação da carga e é 
caracterizado pelo padrão “tabuleiro de xadrez” de densidade, onde elementos 
adjacentes remodelados alternam entre alta e baixa densidade. O segundo tipo de 
descontinuidade - descontinuidade de campo longe - aparece distante da aplicação da 
carga e é caracterizado por regiões do osso em que há formação de osso compacto 
enquanto que regiões são totalmente absorvidas. Fundamentada na teoria de 
remodelação óssea baseada na energia de deformação, Jacobs et al. (1995) propõem 
uma formulação de remodelação que descreve o desenvolvimento e a manutenção 
desses dois tipos de morfologia (continuidade e descontinuidade). 
 Fundamentado na teoria matemática que relaciona o histórico das tensões com 
a remodelação óssea, Fischer et al. (1995) propõem um método de otimização baseado 
na densidade para estimar “in vivo” as cargas atuantes num osso, através de um modelo 
bidimensional por Elementos Finitos de osso um longo simplificado. 
 A técnica de implantar medidores de deformações sobre a superfície de ossos 
vivos tem grande utilidade no estudo das relações entre a adaptação óssea, o 
crescimento e o carregamento atuante. Mikic & Carter (1995) introduzem dois novos 
parâmetros: a deformação equivalente de energia e o estímulo de deformação diário. 
 Estudos experimentais e teóricos demonstram que a morfologia externa e 
interna do osso é influenciada por forças mecânicas originadas das atividades diárias 
normais. Outros fatores além do estímulo mecânico, tais como a nutrição e o estado 
fisiológico do osso, também influenciam na regulação da densidade óssea. Fisher et al. 
(1996) investigam se a distribuição da densidade aparente num osso longo (com e sem a 
presença de implante) não se altera quando o mesmo é submetido a diferentes conjuntos 
de cargas. As simulações de remodelação óssea nesse estudo mostram que diferentes 
conjuntos de cargas podem produzir distribuições de densidade semelhantes. Assim, 
atividades que envolvem uma série de movimentos e níveis de esforço similares podem 
produzir e manter a mesma distribuição da densidade no osso. 
 Jacobs et al. (1997) propõem uma formulação matemática anisotrópica de 
remodelação óssea a fim de predizer a morfologia do osso. Os resultados obtidos a 
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partir de um modelo bidimensional da extremidade proximal do fêmur humano mostram 
que regiões do osso que experimentam carregamento sem direção preferida são preditas 
permanecerem isotrópicas; similarmente, regiões que experimentam carregamento numa 
direção predominante envolvem um comportamento transversalmente isotrópico; e 
regiões que experimentam carregamento de direções mutuamente perpendiculares 
envolvem um comportamento material ortotrópico. O modelo assume que o osso pode 
alterar sua rigidez numa direção independentemente das variações nas outras direções. 
 
 
3.2 OTIMIZAÇÃO ESTRUTURAL 
 
 
 A lei de Wolff - formulada no século 19 - assume que o osso é capaz de se 
adaptar ao estímulo mecânico e ao gasto de energia otimizada para manter o tecido em 
boas condições. Desde que a adaptação óssea (escala de tempo de semanas) é um 
processo lento se comparado às variações de carregamento (escala de tempo de 
minutos), o osso pode não alcançar, do ponto de vista da otimização estrutural, a 
estrutura ótima. Um esquema de remodelação óssea com parâmetros materiais 
anisotrópicos e carregamento dependente do tempo é derivado e implementado, num 
modelo tridimensional do fêmur proximal, por Bagge (2000). Esse esquema recai num 
problema de otimização que minimiza a energia de deformação do osso e a solução é 
achada através de um critério de otimalidade. 
 Quando o osso é modelado um material poroso, é possível relacionar a 
quantidade óssea com a qualidade óssea. Aquela é estimada pela densidade relativa e 
esta é caracterizada pelas propriedades mecânicas do osso. Folgado et al. (2004) 
apresentam um modelo de otimização estrutural computacional para a remodelação 
óssea. Esse modelo combina um critério de rigidez com fatores metabólicos para 
controlar a perda de massa óssea. Os resultados da pesquisa obtidos de um modelo 
simplificado de uma vértebra humana mostram que, quando o nível de osteoporose1 
aumenta, as propriedades materiais alinhadas à direção do carregamento predominante 
                                                 
1 Osteoporose é uma doença que conduz a redução de massa óssea, aumentando o risco de fratura mesmo 
para pequenos carregamentos de impacto. 
 26 
têm uma redução de rigidez menor do que as outras direções. Isso significa que o nível 
de ortotropia da estrutura do osso aumenta quando a massa óssea decresce. 
 Watzky & Naili (2004) desenvolvem um modelo de remodelação óssea que 
leva em conta as propriedades mecânicas locais da microestrutura do osso trabecular. O 
tecido ósseo é considerado um meio elástico ortotrópico cujas propriedades se ajustam 
às condições de carregamento externo. As componentes do tensor de Rigidez são 
modificadas diretamente através da otimização das características materiais, 
dependentes das propriedades correntes e do carregamento. 
 Nowac (2006) apresenta um sistema de otimização estrutural baseado na 
adaptação superficial do osso trabecular. Esse sistema simula a evolução geométrica do 
osso real, através do controle da malha de Elementos Finitos e da superfície da rede 
trabecular durante a simulação. Utilizou-se a densidade energia de deformação como 
critério de remodelação. 
 
 
3.3 AVALIAÇÃO DAS PROPRIEDADES MATERIAIS DO TECIDO ÓSSEO 
 
 
 As propriedades mecânicas do osso trabecular são determinadas pelas 
características do seu tecido e arquitetura. O conhecimento dessas propriedades é 
essencial para a determinação do risco de fratura, devido à osteoporose e a outras 
condições envolvendo a resistência do osso debilitado. As medições das propriedades 
mecânicas do osso em testes de compressão, contudo, têm conduzido a resultados 
imprecisos e incompletos. 
 O comportamento de um material elástico linear é caracterizado por um tensor 
de quarta ordem C – tensor de Rigidez - segundo a lei generalizada de Hooke, que 
relaciona o tensor de tensões ao de deformações. Usualmente, o tensor de rigidez é 
representado por uma matriz 6 x 6. Na sua forma geral, essa matriz envolve vinte e um 
coeficientes elásticos os quais devem ser determinados de experimentos. Alguns desses 
coeficientes podem ser independentes ou nulos, quando medidos num sistema de 
coordenadas alinhadas às normais dos planos de simetria. No caso de ortotropia, 
existem três planos ortogonais de simetria, deixando nove coeficientes elásticos 
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independentes a serem determinados. O número de constantes elásticas independentes é 
reduzido para cinco no caso de isotropia transversal e para dois, no caso de isotropia. 
 Van Rietbergen et al. (1996) apresentam um método para estimar as constantes 
e simetrias elásticas ortotrópicas a partir de duas amostras de osso trabecular. Para esse 
propósito, reconstruções computacionais de alta resolução das amostras são utilizadas 
em análises por Elementos Finitos. Usa-se um processo de otimização para determinar 
os vinte e um coeficientes da matriz de rigidez. 
 Modelos computacionais que possibilitam a determinação das relações entre os 
parâmetros arquitetônicos e os mecânicos, através de certas propriedades do tecido, têm 
sido introduzidos, permitindo a eliminação de algumas incertezas envolvidas com o 
teste de compressão e medidas de fabricação. Kabel et al. (1999) apresentam um estudo 
com o fim de encontrar essas relações para uma ampla série de arquiteturas do osso 
trabecular. Amostras ósseas de indivíduos de diferentes idades e gênero são 
reconstruídas por computador e convertidas para modelos de Elementos Finitos. O 
modelo prediz as nove constantes elásticas independentes ortotrópicas. Entretanto, as 
amostras de osso de indivíduos com doença conhecida não são incluídas, podendo essas 
relações não ser válidas para casos patológicos, tais como a osteoporose. 
 Wirtz et al. (2000) fazem um resumo acerca das propriedades materiais 
dependentes da direção para o osso femoral cortical e trabecular. Nesse estudo, conclui-
se que as propriedades materiais, caracterizadas pela densidade aparente e direções de 
carga, são suficientes para alimentar os modelos anisotrópicos de Elementos Finitos do 
fêmur proximal. Contudo, nenhuma correlação entre a densidade óssea, o coeficiente de 
Poisson, módulo de cisalhamento e resistências à tração e torção são encontradas. 
 A fração de volume ósseo (volume do osso / volume de bulk) e o conteúdo 
mineral (fração cinza = massa cinza / massa óssea seca) influenciam significativamente 
as propriedades mecânicas do osso. As variações da fração cinza podem ser causadas 
por doenças ósseas ou por tratamentos com certas drogas anti-reabsortivas. Testes 
mecânicos com amostras de osso têm identificado a densidade aparente (massa óssea 
mineralizada / volume de bulk) e a densidade aparente cinza como preditores efetivos da 
resistência e rigidez óssea. Hernandez et al. (2001) derivam uma expressão para 
determinar a fração de volume ósseo em função da densidade aparente e da fração 
cinza, através de uma análise de regressão linear múltipla. A partir dos resultados, 
sugere-se que a fração cinza gera maior alteração na resistência e no módulo elástico do 
que a fração de volume ósseo. 
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 Um método para determinar numericamente as constantes numéricas do osso 
trabecular consiste na análise da microestrutura de um osso equivalente. Esse método é 
justificado pela microestrutura trabecular amoldar-se a modelos tridimensionais de 
barras ou placas interconectadas. Os quatro tipos básicos de microestrutura são 
(Kowalczyk, 2003): 
• rede de barras de igual comprimento nas três direções (Figura 3.1a); 
• arranjo de placas paralelas com barras espaçadas (Figura 3.1b); 
• tubos em forma de “favos de mel” (Figura 3.1c); 
• rede de placas de igual tamanho nas três direções (“cacho” espacial de caixas 
de paredes finas) (Figura 3.1d). 
 As espessuras e espaçamentos dos elementos microestruturais são parâmetros 
do modelo. Esses elementos são representados com seção transversal uniforme 
(retangular ou circular) e / ou placas de espessura uniforme. 
 Segundo Kowalczyk (2003), as propriedades materiais do tecido ósseo podem 
ser assumidas ortotrópicas elásticas. Isso significa que nove constantes elásticas 
independentes, acompanhadas por três ângulos definindo a orientação espacial dos eixos 
principais de ortotropia, são necessárias nas análises. Esse autor propõe modelos 
tridimensionais constitutivos ortotrópicos parametrizados para o tecido ósseo trabecular, 
os quais são derivados da análise por Elementos Finitos da microestrutura celular 
repetida. Nesse trabalho, dois tipos de células são analisados: célula de geometria cúbica 
e prismática. 
 Informações acerca das propriedades mecânicas do osso podem ser derivadas 
dos dados de imagens de tomografia computadorizada de raios-X, obtendo-se relações 
matemáticas entre a densidade e o módulo de Young. Helgason et al. (2008) revisam 
vinte e duas correlações entre esses dois parâmetros obtidas de estudos publicados na 
literatura. Essas relações são agrupadas de acordo com a metodologia empregada, 
levando-se em conta o tipo de apoio extremo durante o teste, a geometria e a localização 
anatômica da amostra. Esses autores salientam a importância de se definir uma 
metodologia padrão para os testes mecânicos de amostras ósseas e propõem alguns 
procedimentos, a fim de se obter maior exatidão na determinação das propriedades 





Figura 3. 1 – Exemplos de microestruturas típicas geradas com células cúbicas (coluna 
à esquerda) e células prismáticas (coluna à direita), para diferentes valores de 
parâmetros geométricos: (a) barras de igual comprimento nas três direções; (b) arranjo 
de placas paralelas com barras espaçadas; (c) tubos em forma de “favos de mel”; e (d) 






 A teoria da poroelasticidade modela a interação entre a deformação e o fluxo 
do fluido num meio poroso saturado. A deformação do meio influencia o fluxo do 
fluido e vice-versa. Essa teoria foi proposta por Biot como uma extensão de modelos de 
solo desenvolvidos para calcular o assentamento de estruturas localizadas sobre um solo 
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poroso saturado (Cowin, 1999). A aplicação dessa teoria para o tecido ósseo tem sido 
sugerida por vários autores. 
 Cowin (1999) faz uma revisão de literatura acerca da aplicação da teoria da 
poroelasticidade no estudo do comportamento mecânico do tecido ósseo saturado vivo. 
Nesse trabalho, considerações físicas e de modelagem são feitas sobre o movimento do 
fluido induzido por deformações no tecido, concluindo-se que essa teoria é útil na 
modelagem do osso como um meio poroso. A aplicação da poroelasticidade para ossos 
difere da sua aplicação para tecidos flexíveis de duas maneiras: primeiro, as 
deformações do osso são pequenas enquanto que as deformações dos tecidos flexíveis 
são geralmente grandes; segundo, a compressibilidade de bulk da matriz óssea 
mineralizada é seis vezes mais rígida do que a do fluido nos poros, diferentemente para 
os tecidos flexíveis que apresentam a matriz e o fluido nos poros com rigidezes 
semelhantes. 
 Devido a não-homogeneidade da matriz óssea e os níveis de porosidades não é 
possível determinar todos os parâmetros que são necessários à implementação 
numérica. Smit et al. (2002) derivam esses parâmetros utilizando modelagem composta 
– modelagem com diferentes níveis de porosidade óssea - e dados experimentais obtidos 
da literatura. Um conjunto completo de constantes é estimado da descrição anisotrópica 
linear do osso cortical tal como um meio poroso de dois níveis. 
 Um osteon é uma unidade cilíndrica básica de osso cortical e contém um dos 
níveis de porosidade - a porosidade lacunar-canicular (PLV). Rémond & Naili (2005) 
apresentam a solução analítica de um problema poroelástico, no estado estável, 
associado a um cilindro vazado sob carregamento cíclico. Esse modelo se baseia na 
geometria cilíndrica de um ósteon e suas propriedades poroelésticas. O material é 
modelado um material isotrópico e se supõem as fases sólida e líquida compressíveis. 
Os carregamentos cíclicos são aplicados nas direções longitudinais e paralelas ao eixo 
do cilindro. A partir da solução obtida na forma fechada, observou-se que a freqüência 






3.5 PROCESSOS BIOLÓGICOS 
 
 
 A teoria de Mullender & Huiskes para a adaptação óssea assume que os 
osteócitos estão distribuídos numa rede por toda parte do tecido ósseo. O carregamento 
externo é transmitido através da arquitetura do tecido, de acordo com o sinal mecânico 
sentido por cada osteócito. Após a avaliação desse sinal, os osteócitos estimulam as 
populações de osteoblastos e osteoclastos - unidade multicelular básica (UMB) - para a 
adaptação óssea. Assume-se que o efeito de cada osteócito sobre a UMB depende da 
distância entre ambos. Em cada ponto discreto no tecido ósseo, o valor do estímulo total 
é determinado e a massa óssea é adaptada de acordo com magnitude do mesmo. Esse 
processo continua até que o balanço entre a carga externa e a arquitetura do osso é 
achado. 
 Embora se aceite que o tecido ósseo se adapte à demanda mecânica, os 
mecanismos regulatórios responsáveis por esse processo não são ainda completamente 
entendidos. Os osteócitos localizados no interior da matriz óssea, as células de 
revestimento na superfície óssea e os osteoblastos são candidatos a mecano-sensores no 
processo regulatório. Estudos mostram que as atividades das células de revestimento e 
dos osteócitos aumentam após o carregamento. Sugere-se que os osteócitos são os 
candidatos mais adequados a mecano-receptores, devido a sua localização e as 
interconexões que proporcionam a comunicação entre si e com células na superfície do 
osso. Propõe-se que essas células são estimuladas pelo fluxo do fluido nos canalículos, 
quando o tecido é carregado mecanicamente. 
 Huiskes & Mullender (1997) comparam dois mecanismos regulatórios 
hipotéticos para remodelação (ou modelação) do osso trabecular. Em ambos os 
processos regulatórios, os sinais mecânicos são avaliados por células sensoriais que 
estimulam às UMBs adaptarem a massa óssea local. No primeiro modelo de regulação, 
assume-se que os osteócitos sejam células sensoriais uniformemente distribuídas na 
matriz óssea mineralizada, enquanto que no segundo, presume-se que o mecanismo 
regulatário se dê somente pelas células na superfície trabecular - células de revestimento 
e os osteoblastos -, sendo essas agindo como sensores. Os resultados dessa pesquisa 
indicam que os osteócitos são sensores mais eficientes do que as células superficiais, 
uma vez que produzem arquiteturas da distribuição de massa óssea mais apropriada aos 
carregamentos aplicados. 
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 Pesquisas têm associado à osteoporose as alterações na resposta das células 
ósseas em face de carregamentos mecânicos, ou em outras palavras, à variação na 
mecano-sensitividade de células sensoriais. Mullender et al. (1998) investigam essa 
hipótese por intermédio de um modelo tridimensional em Elementos Finitos de uma 
vértebra humana, baseado na teoria de remodelação óssea regulada pelos osteócitos. O 
mecanismo de perda óssea (afinamento das trabéculas) difere do que é observado na 
osteoporose (perda de trabéculas inteiras). Simulações mostram que a remoção de 
componentes de cargas numa direção particular resulta na perda irreversível de 
trabéculas. O modelo apresenta limitações como, por exemplo, a não consideração do 
efeito separado dos osteoblatos e osteoclastos, os efeitos associados à seqüência de 
remodelação e a não incorporação de um critério de ruptura. 
 A massa óssea e a orientação trabecular são adaptadas à intensidade e direção 
de forças externas. Os exercícios físicos aumentam a massa óssea enquanto que 
inatividade ou a micro-gravidade reduzem a mesma. Ruimerman et al. (2005) propõem 
uma teoria matemática baseada na formação óssea (osteoblastos) provocada pelo 
estímulo hipotético dos osteócitos, quando elevadas deformações ocorrem na matriz 
óssea. Nessa teoria, supõe-se que a reabsorção óssea promovida pelos osteoclastos se 
deve às micro-fendas e ao desuso. Através de simulações com um modelo 
tridimensional em Elementos Finitos, esses autores chegam às seguintes conclusões: 
carregamentos em direções alternativas produzem novas orientações trabeculares; a 
redução da carga reduz a espessura, a conectividade e a massa trabecular, como se 
observa na osteoporose por desuso; e o aumento na freqüência de reabsorção pelos 
osteoclastos produz a morfologia trabecular osteoporótica (simulação do efeito da 
deficiência de estrogênio – osteoporose pós-menopausa). 
 A adaptação óssea é influenciada por estímulos mecânicos e metabólicos. 
Hernandez et al. (2000) desenvolvem um modelo de adaptação óssea que considera as 
influências desses estímulos. Nessa teoria de adaptação óssea, a reposta 
mecanobiológica varia a atividade das células osteoclastos e osteoblastos, ao invés de 
simplesmente causar reabsorção ou aposição óssea. Essa modificação cria uma 
descrição mais detalhada da adaptação e permite interações entre as respostas 




3.6 MECÂNICA DO DANO 
 
 
 A remodelação óssea é um processo que consiste de dois estágios realizados 
por grupos de células, conhecidas como unidades multicelulares básicas (UMB). A 
reabsorção de uma porção do osso pelos osteoclastos é seguida pelo preenchimento da 
cavidade de reabsorção pelos osteoblastos. Hazelwood et al. (2001) desenvolvem um 
modelo constitutivo para remodelação óssea incluindo processos mecânicos e 
biológicos. Esse modelo simula as variações da porosidade e da propriedade material 
(módulo de Young) conduzida pela remodelação que é ativada por desuso (deformações 
pequenas) e dano. O algoritmo constitutivo é empregado em simulações de Elementos 
Finitos de adaptação óssea que predizem características da estrutura interna do fêmur e 
no estudo de doenças e seus tratamentos. A representação esquemática do algoritmo de 
remodelação proposto por esses autores é mostrada na Figura 3.2. 
 A geração de dano pode exceder a taxa de reparação e então conduzir a fraturas 
ou agir como estímulo para a remodelação óssea. Os autores Doblaré & García (2002) 
propõem um modelo de remodelação óssea baseada na teoria da Mecânica de Dano 
Contínuo (MDC). Essa aproximação considera que a evolução das variáveis internas da 
microestrutura do osso e sua incidência sobre a modificação dos parâmetros 
constitutivos elásticos podem ser formuladas seguindo os princípios dessa teoria. A 
reabsorção é simulada como um processo de dano acumulativo, seguindo a idéia de 
Jacobs et al. (1997). O modelo considera que o dano aumenta em regiões do osso com 
tensões baixas, diferentemente o que ocorre para materiais inertes que, na teoria clássica 
de dano, o mesmo é gerado por níveis de tensão mais altos. Esse modelo é aplicado no 
estudo da extremidade proximal do fêmur, obtendo-se resultados similares aos 
experimentais. 
 Ramtani et al. (2004) fazem um estudo da resposta mecânica de três barras 
unitárias constituídas de tecido ósseo trabecular através da remodelação do osso 
danificado. Os resultados mostram que a estrutura exibe deformações não-homogêneas 
sob carregamento externo constante e sua resposta depende fortemente da maneira em 
que o microdano é distribuído. 
 Um desequilíbrio no processo de remodelação óssea causado por doença, 
demanda mecânica anormal ou fatiga, pode predispor o osso a danos de fratura. Rouhi 
et al. (2006) propõem um conjunto de equações constitutivas para o processo de 
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remodelação óssea. A taxa de remodelação é relacionada ao estímulo mecânico, à 
densidade superficial livre e ao fator de micro-fenda. 
 
 
Figura 3. 2 – Representação esquemática do algoritmo de remodelação proposto por 
Hazelwood et al. (2001). 
 
 Teorias biomecânicas para predizer a remodelação óssea têm sido usadas 
adotando a deformação ou o microdano como estímulo para guiar as respostas celulares. 
Supondo que a remodelação óssea possa ser regulada por ambos os sinais, MacNamara 
& Prendergast (2007) desenvolvem quatro algoritmos de regulação mecânica que 
utilizam a deformação e/ou o microdano como estímulo. Com o objetivo de comparar a 
eficácia desses modelos biomecânicos, cada um deles é aplicado numa trabécula 
previamente danificada. 
 O dano de fatiga em osso ocorre na forma de micro-fendas devido às atividades 
diárias regulares de um ser humano saudável. Esse dano age como um estímulo para 
remodelação óssea. Os ossos têm a capacidade de reparar o dano, o que constitui 
vantagem sobre a maioria dos materiais de engenharia. Contudo, tensões de fratura 
ocorrem se a taxa de acúmulo do dano excede a capacidade de reparação óssea. Por 
outro lado, se o dano se acumula à taxa normal, mas o mecanismo de reparação óssea é 
deficiente, a fratura ocorre dada a fragilidade do osso. Essa fragilidade é comum em 
ossos osteoporóticos. O’Brien et al. (2007) fornecem dados experimentais para 
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sustentar a hipótese de que os osteons secundários agem como barreiras para a 
propagação de fendas no osso compacto. 
 O osso está sujeito ao carregamento de fadiga durante as atividades diárias 
normais. Quando as cargas cíclicas excedem certo nível de tensão ou deformação, o 
tecido ósseo é danificado. O carregamento de fadiga causa redução nas propriedades 
mecânicas do osso, tais como a resistência e a rigidez. Ridaparti (1995) apresenta um 
modelo de dano para estimar a perda de rigidez torsional, devido às diferentes micro-
fendas numa tíbia de rato submetida à torção. O efeito dessas micro-fendas foi 
investigado através de análises por Elementos Finitos. Os resultados desse estudo 
indicam que as micro-fendas do tipo circunferêncial são mais severas do que as do tipo 
radial; e as propriedades transversalmente isotrópicas induzem ao dano maior se 
comparadas a propriedades isotrópicas. 
 No decorrer dos anos 90, análises tridimensionais por Elementos Finitos 
simulando fraturas no fêmur proximal foram fornecidas. A maioria dessas análises fez o 
uso de critérios de ruptura simples, que são desenvolvidos para uma classe de materiais 
não-porosos isotrópicos. Em geral, a avaliação do risco de fratura baseada nesses 
critérios pode não ser confiável para o tecido ósseo que é um material poroso e 
anisotrópico. Estudos mostram que o comportamento mecânico do osso é inelástico e a 
resistência à tração é consideravelmente menor do que na compressão (Pietruszczak et 
al., 1999). 
 Um critério de fratura incorporando o efeito da dependência direcional nas 
características de resistência é proposto por Pietruszczak et al. (1999). O material ósseo, 
nesse trabalho, é considerado anisotrópico. Esse critério incorpora uma função de valor 
escalar definindo a porosidade direcional que é entendida como medida do tensor 
Fabric. Esse tensor descreve a distribuição espacial da fração de vazios na vizinhança 
do ponto material. O modelo de Elementos Finitos é criado a partir da geometria, da 
porosidade e da densidade derivados de imagens por tomografia computadorizada (TC). 
Análises numéricas tridimensionais são efetuadas para avaliar o risco de fratura num 
modelo de fêmur humano adulto, supondo-o saudável ou osteoporótico. Os resultados 
apontam que, num cenário envolvendo fratura acidental, o início da fratura ocorre na 
região cortical. A propagação subsequente da zona de fratura pode não requerer esforço 




3.7 PRÓTESES CIMENTADAS E NÃO CIMENTADAS 
 
 
 A falta de estabilidade inicial do implante pós-operatório é um determinante 
importante na falha por desprendimento asséptico do implante ortopédico não-
cimentado. Carregamentos fisiológicos aumentam os micro-movimentos relativos entre 
o osso e o implante cerca de 100 a 200 µm, podendo inibir o crescimento ósseo interno 
e resultar na formação de uma camada de tecido fibroso ao redor da prótese e, 
eventualmente, promover o desprendimento do mesmo. A determinação precisa dos 
micro-movimentos relativos ao osso - implante tem grande importância no contexto pré-
clínico e clínico (Viceconti et al., 2000). 
 É difícil de estabelecer a priori a localização do micro-movimento máximo. O 
método usado deve apresentar a capacidade de fornecer o movimento relativo em cada 
ponto da interface osso-implante. Viceconti et al. (2000) avaliam comparativamente 
diferentes técnicas de modelagem de contato (contato sem atrito, contato com atrito e 
contato com atrito de pressão ajustada) a partir de uma haste anatômica não-cimentada 
de dimensões reais. Esse estudo objetiva verificar qual dessas técnicas é suficientemente 
precisa em predizer a estabilidade primária da prótese. Os resultados apontam que o 
modelo físico adotado para descrever o contato osso-implante afeta a precisão mais do 
que o tipo de elemento de contato; e os modelos de Elementos Finitos baseados no tipo 
face-face, os quais simulam o contato com atrito e o contato com atrito de pressão 
ajustada na interface osso-implante, são suficientemente precisos em predizer a 
estabilidade da prótese não-cimentada. 
 O sucesso da osseointegração depende do material, da qualidade da superfície 
do implante e das condições mecânicas da interface. A sobrecarga na interface osso-
implante conduz à deformação lenta ou fatiga e a sub-carga induz à reabsorção óssea. 
Simon et al. (2003) fazem um estudo para determinar se um implante defeituoso, com 
módulo de elasticidade semelhante ao do tecido ósseo trabecular, conduz a uma 
distribuição de tensão mais homogênea e reduz os micro-movimentos na interface osso-
implante, ou em outras palavras, se conduz a condições mecânicas melhores para o 
processo de osseointegração. Para tal, um modelo de EF anisotrópico, não-linear, 
tridimensional de uma tíbia proximal ovina é desenvolvido com dois implantes de 
rigidezes diferentes (titânio: E = 110 GPa; compósito: E = 2,2 GPa). A interação entre o 
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implante e o osso é descrita por elementos de contato face-face que permitem ajuste de 
pressão, atrito, deslizamento e interrupção (gapping). O contato foi descrito pela lei de 
atrito de Coulomb. Os resultados mostram que a distribuição das tensões é mais 
homogênea para o implante de menor rigidez. Entretanto, maiores valores para os 
micro-movimentos relativos são encontrados para o implante constituído desse material. 
 Se o implante é bem projetado e implantado no período após a operação (antes 
da osseointegração), a magnitude dos micro-movimentos entre o implante e o osso 
dependerá da magnitude das forças agindo sobre o fêmur proximal ao longo da vida. É 
razoável presumir que essas forças agindo nesse tipo de osso dependam do movimento 
específico que o paciente está executando e da estratégia para executá-lo. O programa 
de reabilitação adotado imediatamente após a substituição total de quadril não-
cimentado é um fator importante, devido à relação conhecida entre a osseointegração e 
o micro-movimento do implante. 
 Pacanti et al. (2003) fazem um estudo para determinar qual o tipo de tarefa é a 
mais crítica em termos do micro-movimento relativo entre o osso e o implante. Para 
esse propósito, um modelo de Elementos Finitos de um fêmur humano com haste não-
cimentada anatômica é carregado com forças na junta que simulam tarefas executadas 
por vários sujeitos. Para cada sujeito e tarefa, esse modelo prediz o micro-movimento 
relativo em pontos na interface. Analisa-se o efeito da variabilidade da tarefa e do 
sujeito quanto à predição do micro-movimento total máximo. Consistente a outros 
estudos, o osso é modelado considerando os dois tipos de osso: o osso cortical e o osso 
trabecular. 
 Na substituição total do quadril, o desprendimento do implante é uma das 
principais causas de falha durante um período longo de tempo. Há algumas 
discrepâncias sobre o local em que a perda da fixação se inicia. Alguns estudos clínicos 
mostram que essa se inicia na interface osso-cimento, enquanto que grande parte desses 
conclui que a interface haste-cimento é a mais problemática. Uma das características 
especiais dos tipos de implantes em seu projeto é a superfície de acabamento da haste. 
Essa influencia as propriedades mecânicas da interface. De fato, implantes de 
superfícies lisas têm menor resistência na fixação da interface haste-cimento, enquanto 
que as de superfície áspera têm maior. Usualmente, a perda do implante polido ocorre 
antes da áspera. Contudo, uma superfície rugosa é mais abrasiva produzindo outros 
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tipos de problema que também aceleram a perda do implante. Isso é o caso do efeito de 
osteólise2 (Pérez et al., 2005). 
 Com o propósito de analisar a influência dos possíveis mecanismos de falha em 
relação ao desprendimento do implante, Pérez et al. (2005) desenvolvem um modelo 
computacional capaz de simular o processo de desunião da haste-cimento, deformação 
lenta (creep) e o acúmulo de dano no interior da camada de cimento. As principais 
conclusões desse estudo são: 
• a incorporação da Mecânica da Fratura não-linear no elemento de interface 
melhora a análise por Elementos Finitos em comparação com modelos que não 
levam em conta essa teoria; 
• parâmetros os quais definem o comportamento constitutivo do cimento são 
importantes. Análises sensitivas indicam que a influência desse comportamento 
é importante no movimento de superfície do implante num período longo de 
tempo e na distribuição de dano no cimento; 
• os parâmetros que controlam a evolução do atrito devido à deterioração da 
interface haste-cimento influenciam no movimento de superfície da haste e 
quase não influenciam na deterioração do cimento; 
• na haste polida, a suposição de considerá-la completamente desunida com atrito 
pode ser uma boa aproximação, devido à deterioração da interface ser muito 
rápida e de não haver adesão relevante entre a haste e o cimento ósseo. 
Diferentemente, na haste rugosa, a incorporação da aproximação utilizando a 
Mecânica da Fratura não-linear é essencial para reproduzir o movimento de 
superfície da haste na capa de cimento e simular o acúmulo de dano no cimento. 
 Segundo Moreo et al. (2006), alguns autores acreditam que a desunião haste-
cimento e o acúmulo de dano são considerados as principais causas de perda de 
implante. Contudo, isso é verdade para um período curto de tempo, mas não para 
períodos longos, quando o movimento do implante é regulado por outros mecanismos. 
Dentre esses, consideram-se a formação do tecido fibroso na interface osso-cimento; a 
                                                 
2 Osteólise é uma complicação reconhecida nas artroplastias cimentadas do quadril. Por estar associada à 
soltura asséptica ou infecciosa nas artroplastias cimentadas, a osteólise foi incorretamente descrita como 
“doença do cimento”. Porém, no seguimento das artroplastias não-cimentadas, com ou sem sinais e 
sintomas de soltura, foi encontrada a osteólise; dessa maneira, reconheceu-se a osteólise também como 
uma complicação das artroplastias não-cimentadas. Com isso, a teoria da “doença do cimento” foi 
reformulada (Aristide et al., 1996). 
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deformação lenta na interface haste-cimento ou osso-cimento; e a reabsorção óssea 
devido à alteração do carregamento. 
 Moreo et al. (2006) fazem uma aplicação de um modelo numérico 
computacional da desunião da interface haste-cimento, combinada à degradação da capa 
de cimento com quatro conceitos de implantes cimentados de quadril: as hastes Exeter, 
Chamley, Elite Plus e ABG II. A metodologia aproxima a interface utilizando a 
Mecânica da Fratura não-linear combinada com o dano não-linear no cimento proposto 
por Pérez et al. (2005). Os resultados preditos mostram que o processo de desligamento 
é muito diferente em cada tipo de implante dependendo da geometria da haste. A menor 
deterioração do cimento é obtida para as hastes das próteses Exeter e ABG II, enquanto 
que a menor desunião da interface haste-cimento é produzida pelas hastes das próteses 
Exeter e Elite Plus. 
 A perda de implante se deve a causas biológicas e mecânicas. Os fatores 
biológicos não são completamente entendidos, embora alguns pesquisadores concordam 
sobre a importância da osteólise. Moreo et al. (2007) propõem um modelo 
fenomenológico capaz de simular o comportamento evolutivo (dano e o crescimento 
interno) da interface osso-implante. Assume-se que o micro-movimento entre o osso e o 
implante é uma variável mecânica que governa os processos de osseointegração e de 
ruptura. As vantagens dessa aproximação são: a possibilidade de utilizá-la na simulação 
de problemas tridimensionais com baixo custo computacional e todos os parâmetros do 
modelo podem ser obtidos experimentalmente. A partir de análises tridimensionais por 
Elementos Finitos em artroplastia total de quadril, constata-se que: 
• a rigidez do implante tem um efeito importante na distribuição do crescimento 
interno. Hastes flexíveis conduzem a áreas maiores com osseointegração pobre, 
enquanto que nas hastes mais rígidas (hastes com o módulo de elasticidade 
equivalente ao do aço), o crescimento ósseo é verificado em quase toda a 
extensão da haste, exceto na região distal; 
• a atividade do paciente também influencia. Um decréscimo no tempo dedicado 
ao repouso conduz a uma ósseo-integração pobre. Desde os primeiros cinco dias 
após a cirurgia, o crescimento ósseo é influenciado pelas atividades do paciente; 
• a superfície de acabamento tem grande influência na estabilidade e no processo 
de ósseo-integração do implante. Os resultados apontam que hastes ásperas 
atingem a estabilidade mais rápida do que as hastes polidas, embora o grau de 
ligação é maior para as hastes polidas do que para as hastes ásperas. 
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 Soni et al. (2008) fazem um estudo comparativo de uma fratura de um fêmur 
de criança tratada por hastes intramedulares flexíveis de aço e titânio. Os resultados 
mostram que, a partir da análise do caminho e da distribuição das tensões (Von Mises e 
tensões principais), o comportamento biomecânico com hastes de titânio é 
qualitativamente melhor (distribuição mais homogênea e menor concentração de 
tensões) do que a do aço. O modelo bidimensional não considera as forças musculares e 
a mobilidade articular. Hastes e osso são modelados supondo a isotropia e os processos 










 Neste capítulo são revisados modelos computacionais de remodelação óssea 
interna reportados na literatura. Esses modelos são desenvolvidos do ponto de vista 
puramente mecânico. Na aproximação mecânica se define uma lei matemática para 
descrever a evolução da densidade aparente (ou fração de volume ósseo), a qual varia 
diretamente com o carregamento aplicado no osso. Aqui são apresentados a formulação 
e o algoritmo (na forma implícita e/ou explícita) dos modelos propostos por: Huiskes et 
al. (1987), Jacobs (1994), Jacobs et al. (1997), Doblaré & Garcia (2002), Ramtani et al. 
(2004), McNamara (2004) e Li et al. (2007) readaptado. 
 
 
4.1 MODELO PROPOSTO POR HUISKES ET AL. (1987) 
 
 
 Em 1984, o pesquisador Carter (Carter, 1984) sugeriu que o osso seria 
“preguiçoso” em termos de reagir face a estímulos mecânicos. Surge daí o conceito da 
então intitulada “zona morta”. Esse conceito diz que a adaptação óssea (remodelação ou 
modelação) ocorre quando os limites do domínio dessa zona são excedidos. Utilizando a 









U  como o estímulo que controla a 
remodelação do osso, Huiskes et al. (1987) propõem que quando ( ) hUs1U +>  ou 
( ) hUsU −< 1  a atividade adaptativa é iniciada (diminuição ou aumento de massa óssea). 
Nessas expressões, o escalar s é o limite que define os extremos da “zona morta” e hU  é 
a energia no equilíbrio homeostático. Na Figura 4.1 é mostrado um esquema da 




Figura 4. 1 – A adaptação local assumida como função da energia densidade de 
deformação. Não há resposta adaptativa do osso na “zona morta”. 
 
 Weinans et al. (1992) aplicaram essa teoria num modelo bidimensional de EF 
do fêmur proximal (Figura 4.2). A simulação efetuada a partir desse modelo se inicia de 
uma distribuição uniforme da densidade, produzindo alguma similaridade se comparada 
à distribuição da densidade no fêmur real. Contudo, a mesma produziu descontinuidades 
na configuração final, ou seja, no avanço do processo elementos rígidos tornaram-se 
mais rígidos, enquanto que outros perderam densidade, até que os mesmos se tornassem 
virtualmente vazios. Esse fenômeno é conhecido como “tabuleiro de xadrez”. Na 
imagem em destaque da Figura 4.2, vê-se a alternância de elementos virtualmente 
“vazios” com elementos preenchidos por massa óssea, caracterizando esse fenômeno. 
Em relação às bases matemáticas da análise por EF, elementos nulos ou vazios são 
inadmissíveis. Esse fenômeno deve-se à natureza das equações diferenciais usadas para 
descrever matematicamente o processo de remodelação adaptativa (Weinans et al., 
1992). 
 Jacobs et al. (1995) propõem o emprego de elementos quadráticos ou a 
utilização dos valores nos pontos nodais ao invés dos pontos de integração para evitar 
que esse fenômeno ocorra. Rüberg (2003) aponta que esses meios aliviam o problema 
de descontinuidades. 
 O valor do estímulo U é mensurado por elemento e a densidade aparente ρ  é 
adaptada de acordo com o critério de remodelação dado pelo seguinte sistema de 







































onde s  (em %) denota a extensão da “zona morta” ao redor do limitante hU  e b uma 
constante. O módulo de elasticidade adaptativo pode ser estimado usando a relação 
33790ρE =  (Mellal et al., 2004). Na Figura 4.3, propõe-se um diagrama do algoritmo 
de remodelação óssea interna dessa teoria na sua forma implícita. 
 
 
Figura 4. 2 – Distribuição da densidade aparente no fêmur proximal obtida da 
simulação com o modelo de Weinans et al. (1992). 
 
 No processo iterativo, as propriedades materiais são atualizadas a cada 
incremento de carga, utilizando o método explícito de Euler progressivo para determinar 
a nova densidade: 
 
  ( )2tt∆tt ∆tΟ∆tρρρ ++=+   (4.2) 
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Figura 4. 3 – Diagrama do algoritmo de remodelação proposto a partir do modelo de 
Weinans et al. (1992). 
 
 Para prevenir que a densidade assuma valor negativo, o que fisicamente é 
impossível, utiliza-se no algoritmo um limite inferior ρmin para compensar essa 
deficiência. De maneira semelhante, emprega-se um limite superior ρmáx para impedir o 
valor da porosidade negativo ( )0<p , isto é, uma densidade que não seja superior à 






 Para cada ponto de integração do elemento corrente, no tempo t, execute os 
seguintes passos: 
1. ler os parâmetros de entrada tρ , tε  e t∆ε ; 
2. determinar os parâmetros materiais correntes E e ν; 
3. determinar a matriz Constitutiva tC ; 






U εCε= ; 
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5. avaliar a taxa da densidade aparente tρ dada pela Eq. (4.1); 
6. calcular a nova densidade ∆tρρρ tt∆tt +=+ ; 




8. determinar os novos parâmetros materiais ttE ∆+  e tt ∆+ν ; 
9. determinar a nova matriz Constitutiva tt ∆+C ; 
10. determinar o novo estado de tensões ( )tttttttt ∆+∆+∆+∆+ += ∆εεCσ ; 
11. retornar tttttttttt ρ ∆+∆+∆+∆+∆+ ,C,σ,ε,∆ε . 
 
 
4.2 MODELO ISOTRÓPICO DE STANFORD (JACOBS, 1994) 
 
 
 Um dos modelos clássicos de remodelação óssea encontrados na literatura é o 
modelo desenvolvido por pesquisadores da Universidade de Stanford (Jacobs et al., 
1994). Na sua primeira versão, essa teoria é formulada supondo o material elástico não 
linear isotrópico, com o módulo de elasticidade variando em função da densidade 
aparente. O estímulo mecânico externo que governa a adaptação óssea é o intitulado 
estímulo de tensão diário tψ . Esse estímulo é a quantidade escalar que leva em conta 
diferentes ciclos de carga e está relacionado diretamente à taxa de remodelação 
superficial r . Essa taxa quantifica o volume de osso formado ou reabsorvido sobre a 
superfície do tecido por unidade de tempo. 
 Um esquema simplificado para a taxa de remodelação superficial é mostrado 
na Figura 4.4. Através da curva tri-linear, são definidas três regiões: reabsorção, 
formação ou equilíbrio (“zona morta”). 












































onde rc  e fc são constantes que dão, respectivamente, a velocidade de remodelação 
para a reabsorção e a formação óssea; w  é a metade da espessura da “zona morta”; e 
*
tΨ  o estímulo de equilíbrio no tecido. O estímulo mecânico que regula o processo de 


















onde ni é o número de ciclos para cada caso de carga i, N o número de diferentes casos 
de carga num dia, m parâmetro que avalia o impacto da tensão com o número de ciclos 
de carga e tσ  é a tensão efetiva ao nível do tecido. O coeficiente m – inclinação da 
linha – é obtido através do diagrama dado na Figura 4.5 em escala logarítmica. Um 
valor razoável sugerido e utilizado por vários autores corresponde a 4m =  (Jacobs, 
1994; Jacobs et al., 1997; Doblaré & Garcia, 2002; Rüberg, 2003). 
 
 
Figura 4. 4 – Relação simplificada para a taxa de superfície de remodelação em função 







Figura 4. 5 – Deformação e tensão aplicada versus o número de ciclos de carregamento 
diários (Rüberg, 2003). 
 






























onde VBT VVV +=  é o volume total do osso, VB o volume do tecido ósseo, VV o volume 
de vazios, ρ a densidade aparente; e ρ̂  a densidade de uma amostra de osso imaginária 
com porosidade nula. A distinção entre a tensão no tecido e no contínuo se deve à 
medula e aos vasos sanguíneos, que preenchem os poros, serem menos rígidos do que o 
tecido ósseo calcificado. Assim, o estímulo pode ser reescrito em função da tensão ao 



































ii EEUσ Cεε== 2 . A lei de evolução da densidade aparente assume que 
todo osso formado ou reabsorvido está completamente mineralizado e que toda área 
superficial está ativa. Essa lei é expressa matematicamente por: 
 
  ρSrkρ v ˆ =  (4.7) 
 
onde r  é a taxa de remodelação óssea superficial, vS  a área superficial interna por 
volume de referência (densidade superficial) e k a razão entre a superfície livre para a 
remodelação e a superfície interna total do tecido. A área superficial Sv é dada pelo 
seguinte polinômio de grau cinco: 
 
  p03226,0p09304,0p13396,0p10104,0p02876,0S 2345v +−+−=  (4.8) 
 
 Os coeficientes da equação acima são dados em mm2/mm3. O gráfico dessa 
função polinomial é mostrado na Figura 4.6 variando a porosidade de 0 a 1. 
 
 
Figura 4. 6 – Gráfico da função área superfície específica. 
 
 O módulo de elasticidade E e o coeficiente de Poisson ν são avaliados em 










































 O modelo de Stanford assume que toda a superfície existente está ativa ( )1k =  
e que o tecido ósseo, reabsorvido ou formado, está completamente mineralizado 
( 32,1gcmρ −=ˆ ). Essas últimas hipóteses não são realísticas, na proporção em que o grau 
de mineralização (também conhecido como calcificação) influencia diretamente na 
densidade do tecido ósseo ρ̂ , sendo esta variável e não constante como adota o modelo. 
A suposição 1k =  acaba conduzindo o processo de remodelação óssea excessivamente 
rápido o que não condiz à realidade (Doblaré & Garcia, 2002). 
 Outra suposição do modelo é que a ordem de aplicação da carga não tem 
influência sobre a resposta adaptativa do osso. De acordo com Doblaré & Garcia (2002) 
essa suposição é razoável, pois existe uma diferença na escala de tempo entre a 
aplicação da carga e o efeito que ela causa no processo de remodelação. Os casos de 
carregamento podem ser aplicados seqüencialmente como na realidade ou reordenados, 
para que um caso de carregamento seja aplicado num dia singular (um dia é um 
incremento típico para simulação de remodelação óssea). Assim, desde que exista 




t n σψ =  (4.11) 
 
 O modelo de Stanford foi aplicado num modelo bidimensional de fêmur 
proximal simulando o andar humano normal. Rüberg (2003) obteve resultados para a 
distribuição da densidade aparente após 100, 300, 500, 1000 e 4000 dias com o passo de 
tempo padrão de um dia (Figura 4.8). A partir da Figura 4.8, a melhor resposta obtida 
foi a simulação realizada para 300 dias, visto que é a que mais se aproxima da 
radiografia do fêmur proximal. Ela fornece elementos básicos da estrutura, como o 
córtex, o canal medular e a distribuição qualitativa da densidade trabecular. Contudo, os 
resultados tornam-se imprecisos para tempos superiores, ficando a estrutura menos 
coincidente com a realidade. 
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Figura 4. 7 – Resultados da simulação do fêmur proximal para a distribuição da 
densidade com o modelo isotrópico de Stanford produzidos por Rüberg (2003). 
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 A maior desvantagem deste modelo é o seu caráter isotrópico que não inclui as 
propriedades direcionais e a correspondente tendência de alinhar as direções principais 
da massa óssea com as das tensões externas (Doblaré & Garcia, 2002). 
 Na Figura 4.8 é apresentado o diagrama em blocos do algoritmo, mostrando 
claramente sua estrutura implícita. 
 
 
Figura 4. 8 – Diagrama do algoritmo computacional de remodelação óssea para o 






 Para cada ponto de integração do elemento corrente, no tempo t, execute os 
seguintes passos: 
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1. ler os parâmetros de entrada tρ , tε  e t∆ε ; 
2. determinar os parâmetros materiais correntes pelas Eqs. (4.9) e (4.10); 
3. determinar a matriz Constitutiva tC ; 
4. calcular a tensão efetiva tt
Ttttt
i EU2Eσ εCε== ; 
5. determinar o estímulo no tecido diário pela Eq. (4.11); 
6. determinar a taxa superficial tr  pela Eq. (4.3); 









8. calcular a área superficial específica Sv através da Eq. (4.8); 
9. calcular a taxa da densidade aparente pela Eq. (4.7); 
10. calcular a nova densidade ∆tρρρ tt∆tt +=+ ; 




12. determinar os novos parâmetros materiais ttE ∆+  e tt ∆+ν ; 
13. determinar a nova matriz Constitutiva tt ∆+C ; 
14. determinar o novo estado de tensões ( )tttttt ∆εεCσ += ∆+∆+ ; 
15. retornar tttttttttt ρ ∆+∆+∆+∆+∆+ ,C,σ,ε,∆ε . 
 
 
4.3 MODELO ANISOTRÓPICO DE STANFORD (JACOBS ET AL., 1997) 
 
 
 Na extensão anisotrópica do modelo de Stanford, proposta por Jacobs et al. 
(1997), as variáveis internas são a densidade aparente ρ  e a matriz Constitutiva C. 
Entretanto, essas variáveis não são independentes sendo que a evolução da matriz 
Constitutiva depende diretamente da taxa da densidade aparente (Rüberg, 2003). Esse 
modelo assume que a estrutura óssea se adapta por minimizar ou maximizar certa 
eficiência, definida como a diferença entre a taxa potência externa e a variação da 
energia interna, restrita pela condição de permanecer no interior da “zona morta”. 
 A mudança na microestrutura óssea induzida pela tensão resulta na variação da 
densidade aparente e conduz à reorientação trabecular, refletida ao nível macroscópico 
no tensor de rigidez anisotrópico C. A formulação é desenvolvida levando-se em conta 
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esse efeito, via a densidade aparente ρ  e a matriz Contitutiva C. O vetor de tensões σ  e 
o vetor de deformações ε  no tecido ósseo são relacionados pela seguinte expressão: 
 
  Cεσ =  (4.12) 
 
ou na forma de componentes, 
 
  jijj εCσ =  (4.13) 
 
 Seja um osso inteiro ou uma porção do mesmo composto de um meio contínuo 
de densidade variável e anisotrópico, ocupando uma região Ω com a superfície externa 
Γ. O osso é um material adaptativo vivo que responde ao carregamento aplicado 
alterando a sua microestrutura, num período de dias ou semanas. A taxa em que esse 




d.Γd.Pext ∫∫ += vbvt  (4.14) 
 
onde t é o vetor de tração aplicado num ponto sobre a superfície, b a força de corpo 
aplicado num ponto interior e v o campo velocidade determinado no ponto dado. 
 Conforme a magnitude de Pext tem-se: 
 
  ,0Pext >     atrofia global (perda de rigidez) (4.15) 
  ,0Pext <     hipertrofia global (aumento de rigidez) (4.16) 
 
 A força de corpo pode ser negligenciada, desde que sua magnitude relativa às 
trações aplicadas seja desprezível. Portanto, assume-se que: 
 
  0d. =∫ ΩΩ vb  (4.17) 
 
 A taxa de dissipação instantânea ou a diferença entre a potência associada ao 
carregamento externo e a taxa de variação da energia interna total é dada por: 
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ext =ℑ+−= ∫  (4.18) 
 
onde χ é a energia densidade interna no interior do osso e ρ
2
2/1 v=ℑ  é a energia 
densidade cinética. A taxa ξ determina a eficiência da resposta adaptativa do osso. A 
dissipação da energia total é a soma das energias de dissipação mecânica e biológica: 
 
  ϕ+= ξΞ  (4.19) 
 
 A restrição termodinâmica para materiais inertes é a dissipação da energia não 
negativa, implicando diretamente na parte da dissipação mecânica. No caso de tecidos 
vivos, a parcela ξ  pode ser negativa e Ξ  positivo, não violando as leis da 
termodinâmica. 
 A potência Pext pode ser determinada pela soma da potência mecânica 
produzida pelo campo de tensões, da taxa de variação da energia cinética e de um termo 
não – padrão que computa a massa que entra ou sai do sistema: 
 










vvΩεσ  (4.20) 
 



































vΩεσ  (4.22) 
 
 No lado direito da Eq. (4.22), o primeiro termo corresponde à potência 
mecânica do campo de tensão e o segundo termo, à variação instantânea da energia 
potencial interna. No caso 0>εσ T  ocorre atrofia (perda da rigidez em todas as direções 
num ponto dado) e no caso 0<εσ T  ocorre hipertrofia. 
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 As derivadas instantâneas não representam variação com carregamento cíclico 
individual, mas são aplicadas a quantidades que caracterizam o ciclo de carregamento e 
a variação gradual de ciclo para ciclo. 
 Na presença de resposta adaptativa, o valor da Eq. (4.22) depende da densidade 
energia interna. Supõe-se que, para caracterizar o material, χ seja escrita em função do 
tensor de deformações (ε), da matriz Constitutiva (C) e da densidade aparente (ρ): 
 
  ( ) ( )ρρ Θ+= Cεε,C,ε T
2
1
χ  (4.23) 
 
onde Θ(ρ) é função correspondente à energia interna associada à variação de ρ. A 
resposta adaptativa do osso será ótima se a taxa da matriz Constitutiva C  conduzir ao 
valor extremo da eficiência ξ. Para o tecido ósseo, esse valor pode ser máximo ou 
mínimo dependendo se o osso responde com aposição ou reabsorção óssea. 
Diferenciando a Eq. (4.23) em relação ao tempo t, tem-se: 
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 Caso o termo εCε T  seja positivo ocorrerá atrofia (todos os termos 0≤C ). 
Diferentemente, se for negativo ocorrerá hipertrofia (todos os termos 0≥C ). As 
condições que os mecanismos de remodelação óssea sejam ativados ou não podem ser 
expressas pelo conjunto de desigualdades: 
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  ( ) ⇒≥ 0,,f j ρCε  modificação (4.26) 
  ( ) ⇒< 0,,f j ρCε  sem modificação (4.27) 
 
onde o índice j abrange o número de critérios usados para caracterizar a reposta de 
remodelação. 
 Como no modelo isotrópico de Stanford, o desvio do estímulo de referência 
causará reabsorção ou formação de acordo com a expressão matemática: 
 
  ( ) 0,,f j ≤ρCε    r,aj =  (4.28) 
 
onde o subscrito j diz respeito à absorção ou à reposição, respectivamente. 
 A eficiência é otimizada sujeita à restrição de remodelação independente do 
tempo. Portanto, o problema é encontrar um valor extremo (ótimo) para a Eq. (4.25) 
sujeita a restrição dada pela Eq. (4.28). Utilizando a técnica de programação não linear, 





































onde γa, γr são os multiplicadores de Lagrange para os critérios de remodelação óssea 
referentes à aposição e à reabsorção óssea, respectivamente. A condição estacionária na 
Eq. (4.29) requer que a primeira variação se anule: 
 
  ( ) 0, =δρδΠδ ε  (4.30) 
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 Desde que as variações εδ  e δρ  sejam arbitrárias em cada ponto do domínio 
Ω, os termos multiplicados ( )δρδ ,ε  se anularão em todo lugar. Isso conduz às seguintes 
condições de otimalidade para o problema com restrições unilaterais: 
 














a ff  (4.33) 
  























juntamente com as condições de KKT: 
 
  0, ra ≥γγ ,   0f,f ra ≤    e   0f,f rraa =γγ  (4.35) 
 
 Os critérios de remodelação ( )ra ff ,  são expressos pela soma de termos 
envolvendo o vetor deformações e a densidade aparente: 
 
  ( ) ( ) ( )ρΦρ R,,,f aa += CεCε  (4.36) 
  ( ) ( ) ( )ρΦρ R,,,f rr += CεCε  (4.37) 
 
 Se o termo envolvendo a deformação jΦ  for homogêneo de grau um, então, 
tem-se: 
 
  ( ) ( )CεCε ,, jj ΦιιΦ =  (4.38) 
 












Tj ΦΦ  (4.39) 
 
 Utilizando a relação (4.39), a condição dada pela Eq. (4.33) pode ser 
desenvolvida da seguinte maneira: 
 
  
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
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  (4.41) 
 
 A formulação da reposta do osso é determinada através do erro de estímulo de 
tensão ao nível do tecido, 
 
  *t ΨΨerro −=  (4.42) 
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onde *Ψ  é o estímulo de equilíbrio no tecido. Quando a forma da energia de 













onde β é o expoente no modelo material isotrópico ( βBρE = , onde B e β são 
constantes) e K é uma coleção de várias outras constantes envolvidas no modelo 
isotrópico. Para determinar o tipo de resposta de remodelação óssea, formula-se um 
critério caracterizado pelas seguintes funções: 
 
  ( ) ( ) ( ) ( ) 22 /*CεεC,ε,C,ε βρρρ −−Ψ−+=+Φ= wKRf Taaa  (4.44) 




  ( ) CεεC,ε Ta K=Φ  (4.46) 
  ( ) CεεC,ε Tr K−=Φ  (4.47) 
  BnK mc
/12ρ=  (4.48) 
  ( ) ( ) 2/2*a wR βρΨρ −−−=  (4.49) 
  ( ) ( ) 2/2*r wR βρΨρ −−=  (4.50) 
 

























 ,   j = a, r (4.51) 
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 A forma apresentada da matriz Constitutiva (Eq. (4.51)) é simétrica definida 
positiva: 
 
  jiij CC  =  (4.52) 
 












 =  (4.53) 
 
ou na forma matricial: 
 

























C  (4.54) 
 
 A densidade ρ fornece a mesma lei de evolução como no caso isotrópico, mas 
agora reformulada com o critério ( ) 0,,f j ≤ρCε : 
 
  
( ) ( )


















































onde c é uma taxa constante e ( )pSv  o polinômio de grau cinco em função da 
porosidade dado pela Eq. (4.8). De acordo com o critério de remodelação dado pela Eq. 
(4.55), se a função rf  assumir valor positivo (está ativa), a taxa da densidade é 
negativa, e consequentemente, há reabsorção óssea. Entretanto, se af  for positiva (está 
ativa), a taxa da densidade é positiva, havendo formação óssea. Caso ambas as funções 
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assumam valor negativo, a taxa da densidade é nula e, assim, não há variação da massa 
óssea. 
 Esta teoria biomecânica prediz resultados não condizentes com a realidade, 
apresentado alto grau de anisotropia no modelo de fêmur proximal (Rüberg, 2003). 
Doblaré & Garcia (2002) obtiveram a distribuição da densidade aparente com o modelo 
anisotrópico de Stanford similar ao apresentado pelo modelo isotrópico de Stanford para 
o mesmo problema após 300 dias (Figura 4.9). 
 Na Figura 4.9a, a distribuição da densidade aparente após 300 dias de 
simulação mostrou-se próxima à realidade. Nota-se a formação de duas camadas 
externas de densidade mais alta, representado o tecido cortical ao longo da diáfise, e 
densidades muito baixas no canal medular. Na epífise observa-se a distribuição 
complexa das densidades, incluindo duas regiões com altas densidades no pescoço 




Figura 4. 9 – (a) Distribuição da densidade aparente no fêmur proximal e (b) 
distribuição da superfície de tensão após 300 dias, obtidas do modelo anisotrópico de 
Stanford (Doblaré & Garcia, 2002). 
 
 O caráter direcional do comportamento constitutivo, na Figura 4.9, representa a 
variação espacial do módulo de elasticidade em função da direção (conhecida como 
coeficientes de tensão superficial). A anisotropia predita é excessiva na região compacta 
da diáfise e na região esponjosa da epífise. De acordo com Doblaré & Garcia (2002), 
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razões típicas entre os autovalores máximo e mínimo da matriz Constitutiva estão 
próximos de 1,5. Os valores computados pelo modelo anisotrópico de Stanford foram 
razões de 5 a 7. 
 
 
4.3.1 ASPECTOS COMPUTACIONAIS 
 
 
 Quando a variação da densidade ultrapassa os limites físicos devido à 
porosidade (os valores da densidade admissível devem cair entre zero e a densidade 
máxima do osso cortical), a variação da matriz Constitutiva igualmente cessa. 
 Na simulação, os parâmetros materiais são atualizados em cada ponto de 
integração para cada incremento de tempo. Usando o esquema de integração progressiva 
de Euler, a atualização para a densidade aparente e a matriz Constitutiva é dada por, 
respectivamente: 
 












 +=∆+=∆+  (4.57) 
 
onde ρ  é computado através do critério dado pela Eq. (4.55) no tempo t. Se essa forma 
for utilizada diretamente, podem ocorrer dificuldades de estabilidade durante a 
simulação, uma vez que a taxa ρ  pode ser negativa. Quando isso ocorre, a matriz C 
pode perder a sua definição positiva no caso de passos grandes de tempo. Essa 
dificuldade pode ser superada se o algoritmo for re-escrito, em termos da atualização da 
inversa da matriz Flexibilidade (matriz Compliance) a ser usada quando 0<ρ . A 
relação constitutiva pode ser escrita como: 
 
  Sσε =  (4.58) 
 
onde a matriz Flexibilidade pode ser escrita em função da matriz Constitutiva: 
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  1−= CS  (4.59) 
 
 Então, a taxa de variação da matriz S torna-se: 
 
  SCSS  −=  (4.60) 
 

















 Para cada ponto de integração do elemento corrente, no tempo t, execute os 
seguintes passos: 
1. ler os parâmetros de entrada tC , tρ , tε , tσ  e t∆ε ; 
2. avaliar as funções af  e rf ; 
3. determinar o valor da função ( )pSv ; 
4. determinar a taxa da densidade aparente tρ  através da Eq. (4.55); 
5. calcular a nova densidade aparente ∆tρρρ tt∆tt +=+ ; 
















  senão ( ) 1−= tt CS ; 













   ( ) 1−∆+∆+ = tttt SC ; 
8. determinar o novo vetor de tensão ( )tttttt ∆εεCσ += ∆+∆+ ; 
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9. retornar tttttt ρ ∆+∆+∆+ ,C,σ . 
 
 




 Os autores Doblaré & Garcia (2002) propõem um modelo de remodelação 
óssea interna baseado na Mecânica do Dano Contínuo. A ideia básica desse modelo é a 
interpretação da porosidade do osso como dano, incluindo magnitude e orientação. 
Esses autores propuseram o tensor Remodelação (H) análogo ao tensor Dano padrão 
(D). Esse tensor é definido em termos da densidade aparente e do tensor Fabric ( )Ĥ , 
associados, respectivamente, à porosidade e à direcionalidade das trabéculas. O tensor 








































onde ρ  é a densidade aparente; ρ̂  a densidade de uma amostra imaginária de tecido 
ósseo sem porosidade; β um parâmetro experimental que relaciona o módulo de 
elasticidade à densidade parente; Ĥ  o tensor Fabric, considerado normalizado tal que 
( ) 1det =Ĥ ; e A um parâmetro de ajuste obtido para particularizar o modelo geral 
anisotrópico para o caso isotrópico. A relação entre o tensor de Rigidez e o tensor Dano 
é dada por: 
 












==−−=  (4.65) 
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onde C  é a matriz Constitutiva para o osso danificado e 0C  a matriz para o osso 
íntegro (não-danificado). 
 Neste modelo, um aspecto a enfatizar é a possibilidade de redução do dano, 
como ocorre na formação óssea. Isso implica que, ao contrário do conceito clássico de 
dano que tem a evolução positiva como um corolário direto da segunda Lei da 
Termodinâmica, na teoria de dano-reparo essa evolução pode ser negativa devido à 
provisão de energia metabólica. A Figura 4.10 mostra um esquema contendo a relação 
tensão – deformação para o material osso no estado de tensão uniaxial, representando a 
perda de rigidez (reabsorção óssea) e o ganho de rigidez (formação óssea). Outro 
aspecto interessante deste modelo é que para níveis de tensão abaixo de certo limite há 
produção de dano e consequentemente, reabsorção óssea. 
 
 
Figura 4. 10 – Esquema contendo a relação tensão-deformação para um osso que 
apresenta perda de rigidez (reabsorção óssea) ou ganho de rigidez (reparação). 
 
 A partir da Eq. (4.62), o estado não danificado correspondente a 0D =  implica 
em IH =  ou, equivalentemente, em ρρ ˆ=  e IĤ = . Se 0=ρ  e Ĥ  assume algum 
valor (ou equivalentemente 0H = ), tem-se a condição ID = . Essa condição 
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caracteriza a completa ausência de massa óssea (tecido completamente danificado). 
Essas condições estão de acordo com os requerimentos da teoria da Mecânica do Dano. 
 Os autores Doblaré & Garcia (2002) introduzem o tensor de tensão efetiva ( )s~  
que é definido, conservando sua forma simétrica, pela expressão: 
 
  ( ) ( ) 212111 // D1sD1sHHs~ −−−− −−==  (4.66) 
 
 O tensor s~  conduz à matriz Constitutiva localmente ortotrópica cujas direções 
principais de ortotropia estão alinhadas aos eixos principais do tensor D (ou 
equivalentemente a H  e Ĥ ); e seus valores principais podem ser expressos em termos 










































=  (4.67) 
 
onde Ê  e ν̂  são o módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material não – 
danificado isotrópico, respectivamente. Desde que a base deste método é o modelo 
isotrópico de Stanford, as propriedades materiais são determinadas como (Rüberg, 
2003): 
 
  ( ) ( )ρβρρBE =ˆ  (4.68) 
  ( )ρνν ˆˆ =  (4.69) 
 
 No modelo proposto por Doblaré & Garcia (2002), adotam-se como variável 
observável o tensor de deformações e  e como variável interna o tensor Remodelação 
H . O estímulo mecânico externo que dirige o processo é definido pelo tensor Y 
(Hecke, 1991; Doblaré & Garcia, 2002). Partindo da função de energia livre de 
Helmoltz ( )( )e:C:e/e:s/ε,H 02121 ==χ  e considerando o osso um sólido elástico 
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onde HHee~ =  é o tensor de deformação efetiva e µ̂  e λ̂  são os parâmetros de Lamé 
do osso não danificado compacto ideal com porosidade nula. 
 Um critério de dano é estabelecido para definir o domínio em que o dano não é 
modificado ( 0ρ ==  ,0H ), ou em outras palavras, definir a “zona morta” na 
nomenclatura usual de remodelação óssea. Esse critério é obtido matematicamente a 
partir da extensão anisotrópica proposta por Jacobs et al. (1997). 
 O critério proposto é convexo e descrito pelo seguinte sistema de inequações 
(Doblaré & Garcia, 2002): 
 
  
( ) ( ) ( ) ( )
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onde J é um tensor que quantifica a influencia relativa das partes esféricas e desviadora 
do estímulo no critério de dano, definido como: 
 






+−=+−=  (4.72) 
 
com [ ]10,∈ω , n é o número médio de ciclos no estado de tensões associado ao tensor J, 
m um parâmetro experimental que quantifica a importância do número de ciclos (Figura 
4.5), w o comprimento médio da zona morta (zona de equilíbrio onde a resposta do osso 
é nula) e *tΨ  o valor do estímulo de equilíbrio no tecido. 
 68 
 O parâmetro [ ]0,1ω∈  é um escalar considerado diferente de zero nesse 
modelo. Se esse escalar assumir o valor zero, o tensor J dependerá somente da 
componente esférica, admitindo que a evolução do modelo seja puramente isotrópica. 
Para 1ω = , o modelo corresponderá a um alto grau de anisotropia tal que ( )YJ dev= . 
 Neste modelo, a lei de evolução para o tensor Remodelação (H) é proposta 
















µ  (4.73) 
 
com as condições de Karush–Kuhn–Tucker (KKT): 
 
  000 ==≤≥ ffrrfrfr ggeg,g,, µµµµ  (4.74) 
 
onde os sobre-índices r e f significam reabsorção e formação, respectivamente. O 
critério de dano é derivado diretamente e as equações que descrevem a taxa do tensor de 
Remodelação são obtidas explicitamente para a reabsorção e a formação, 
respectivamente, como: 
 
  Reabsorção: ( ) ω̂JH 3−− −= ω1Aαµ 1/8rr ,   se 0g r ≥  e 0g f <  (4.75) 
  “Zona morta”: 0H = ,   se 0g r <  e 0g f <  (4.76) 







= ,   se 0g r <  e 0g f ≥  (4.77) 
 
onde fr αα ,  são escalares expressos por: 
 










r  (4.78) 






3−−= J:Jˆ  (4.79) 
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 Resolvendo o problema de análise convexa dado pelas Eqs. (4.73) e (4.74) e 
considerando o problema dependente do tempo, obtêm-se os parâmetros de consistência 
jµ  em função da densidade aparente. Então, a lei de evolução para o tensor de 
remodelação H é escrita como: 
 











3β v ,   se 0g r ≥  e 0g f <  (4.80) 
  “Zona morta”: 0H = ,   se 0g r <  e 0g f <  (4.81) 











 ,   se 0g r <  e 0g f ≥  (4.82) 
 
onde r  é a taxa de remodelação superficial obtida a partir dos modelos isotrópico e 
anisotrópico de Stanford (Jacobs, 1994 e Jacobs et al., 1997) dada pelas seguintes 
expressões: 
 








−= ,   se 0g r ≥  e 0g f <  (4.83) 
  “Zona morta”: 0r = ,   se 0g r <  e 0g f <  (4.84) 








= ,   se 0g r <  e 0g f ≥  (4.85) 
 
onde fr ,cc  são as velocidades de remodelação (constantes) para a reabsorção e 
formação, respectivamente. 
 Obtido o tensor H corrente, a taxa da densidade aparente é determinada da 
seguinte maneira (Doblaré & Garcia, 2002): 
 
  ( )1−= HH tr
3β
4ρ
ρ  (4.86) 
 
 O modelo de remodelação óssea proposto por Doblaré & Garcia (2002) foi 
aplicado ao modelo bidimensional de um fêmur proximal apresentado por Jacobs 
(1994). O objetivo desse exemplo foi predizer a evolução da microestrutura do osso a 
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partir de uma situação ideal inicial (material isotrópico com distribuição uniforme da 
densidade), quando carregado por forças que caracterizam o movimento de andar 
humano normal. Como o problema é fictício, a taxa de remodelação não é relevante, 
principalmente nos estágios iniciais da simulação. Entretanto, os autores salientam a 
importância de conseguir uma indicação precisa da tendência da distribuição final da 
densidade, da rigidez e dos valores principais e direções. 
 
 
Figura 4. 11 – Simulação do fêmur proximal após 300 dias com o modelo de dano-
reparo proposto por Doblaré & Garcia (2002). a) Seção da extremidade de um fêmur 
proximal saudável, onde a distribuição global da massa óssea é relacionada à escala 
cinza; b) distribuição da densidade aparente; c) distribuição da superfície de tensão 
(variação do módulo de elasticidade em função da direção). 
 
 Na Figura 4.11-a é apresentada a radiografia de um fêmur proximal saudável, 
em que se identifica na diáfise, o canal medular circundado por osso cortical denso e 
uma estrutura mais uniforme na epífise. 
 A distribuição da densidade aparente após 300 dias de simulação se aproxima 
da realidade (Figura 4.11-b). Nota-se a formação de duas camadas externas de 
densidade com valores mais altos, representado o tecido cortical ao longo da diáfise e 
densidades muito baixas no canal medular. Na epífise, observa-se a distribuição 
complexa das densidades, incluindo duas regiões com altas densidades no pescoço 
femoral e duas zonas com densidades mais baixas circundando a mesma. 
 Na Figura 4.11-c é apresentado o comportamento anisotrópico por intermédio 
das superfícies de tensão. No pescoço e na cabeça femoral observa-se a orientação 
preferencialmente longitudinal, mas com baixo grau de anisotropia como na realidade, 
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enquanto que no resto da epífise é quase isotrópica. Nas camadas corticais, os valores 
do módulo de elasticidade longitudinal é cerca de 18 GPa e na direção transversal é de 
12 GPa, consistentes com a realidade. 
 Razões típicas entre os altovalores mínimo e máximo da matriz Constitutiva C 
estão próximos de 1,5 na região do tecido compacto da diáfise e no tecido esponjoso da 
epífise. No colo e na cabeça femoral tem-se o módulo de elasticidade maior na direção 
longitudinal, mas com baixo grau de anisotropia; contudo, no restante da epífise, tem-se 
um comportamento constitutivo praticamente isotrópico (Doblaré & Garcia, 2002). 
 
 
 4.4.1 ALGORITMO 
 
 
 Empregando novamente o método explícito de Euler progressivo, o tensor 
Remodelação é obtido por: 
 
  tttt tHHH ∆+=∆+  (4.87) 
 
o qual é usado na determinação da matriz Constitutiva corrente tt ∆+C , por meio das 
expressões dadas pela Eq. (4.67). A descrição da versão explícita do algoritmo é dada a 
seguir. 
 Para cada ponto de integração do elemento corrente, no tempo t, execute os 
seguintes passos: 
1. ler os parâmetros de entrada tC , tρ , te , t∆e , ts  e tH ; 
2. avaliar a matriz Flexibilidade corrente: Eq. (4.67) e ( ) 1−= tt CS ; 
3. avaliar a variável associada à energia: 







4. determinar o tensor estímulo: ( ) ( ) ttt ω2ω1
3
1
YIYJ +−= tr ; 
5. avaliar o critério de remodelação: ( )ttjg ρ,J  dada pelas Eq. (4.71); 































7. se ( ) 0<ttrg ρ,J  e ( ) 0<ttfg ρ,J , “zona morta”: 0H =t ; 



























9. calcular o novo tensor de remodelação: tttt tHHH ∆+=∆+ ; 








12. avaliar a nova matriz Flexibilidade tt ∆+S : Eq. (4.67); 
13. avaliar a nova matriz Constitutiva: ( ) 1−∆+∆+ = tttt SC ; 
14. determinar o novo estado de tensões: ( )tttttt ∆eeCs += ∆+∆+ ; 
15. retornar: tttttttt ρ ∆+∆+∆+∆+ H,,C,s . 
 
 
4.5 MODELO PROPOSTO POR RAMTANI ET AL. (2004) 
 
 
 Os autores Ramtani et al. (2004) desenvolvem uma teoria de remodelação 
óssea incorporando o escalar dano d. Essa teoria é aplicada à estrutura de três barras 
constituídas de tecido ósseo trabecular. O modelo unidimensional fornece uma 

























210  (4.88) 
 
onde d é a variável dano ( )1d0 ≤≤ ; 20,1,j,a j =  e A são parâmetros materiais; F  é a 
força normal, S a área da seção transversal e E é o módulo de elasticidade adaptativo. 
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Na Eq. (4.88), a taxa de dano é negligenciada, ou seja, o microdano que ocorre no 
tecido trabecular é conhecido previamente. 
 O parâmetro material E é definido matematicamente em função da fração de 







=  (4.89) 
 
onde 0E  é o módulo de elasticidade inicial do tecido ósseo. 
 Nessa formulação apresentada, supõe-se que o dano seja constante e 
conhecido previamente. Esse dano inicial se deve às atividades celulares induzidas pela 
reabsorção e não à carga mecânica aplicada externamente no osso.  
 Entretanto, em seu trabalho, os autores consideram a possibilidade de 
variação do dano ( )d  através de uma lei. Para tal, definem-se o critério de dano, as 
condições de consistência e as condições de carga e descarga. O microdano ( )0d >  
passa a ser induzido pelo carregamento externo e dirigido pela força de dano adaptativa. 
 No subitem 4.5.1 é apresentado o algoritmo, na sua forma explícita, para o 






 Para cada ponto de integração do elemento corrente no tempo t, execute os 
seguintes passos: 
1. ler os parâmetros de entrada tC , tρ , tε , e t∆ε ; 
2. avaliar a taxa da fração de volume ósseo e  através da Eq. (4.88); 
3. atualizar e pela equação teee tttt ∆+=∆+  ; 













=  e a nova matriz Constitutiva ( )ttE ∆+C ; 
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6. determinar o novo estado de tensão ( )tttttt ∆εεCσ += ∆+∆+  
7. retornar ∆tttttttttt e +∆+∆+∆+∆+ ,C,σ,ε,∆ε . 
 
 
4.6 MODELO PROPOSTO POR MCNAMARA (2004) 
 
 
 McNamara & Predengarst (2007) testam quatro algoritmos de remodelação 
óssea supondo que os estímulos mecânicos, os quais guiam a resposta celular, sejam 
regulados pela energia densidade de deformação U e microdano d. Cada algoritmo é 
implementado com os sensores células de revestimento ósseo e osteoblastos na 
superfície ou osteócitos internamente. 
 Evidências experimentais mostram que cavidades de reabsorção ocorrem, 
preferencialmente, em regiões danificadas no tecido ósseo cortical. A uniformidade das 
dimensões das microfissuras nesse tecido sugere que algum processo de reparação 
mantém o comprimento da fissura abaixo de certo nível. Esse dado suporta a proposição 
de que a remodelação óssea é um mecanismo de reparação a qual mantém a resistência 
óssea – reabsorção de tecido danificado e posterior re-locação por novo. 
 No desenvolvimento da teoria, a energia densidade de deformação, denotada 







=  (4.89) 
 
 Para a remodelação baseada na superfície (sensores superficiais - osteoblastos e 
células de revestimento), a componente de deformação do estímulo de remodelação 







UUS −=−=  (4.90) 
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onde refU  é o estímulo de referência determinado a partir dos parâmetros materiais E  e 








ref =  (4.91) 
 
 Para a remodelação mediada pelos osteócitos, o estímulo recebido pela célula 
ator i da célula sensorial j é função da variação da energia densidade de deformação na 
célula sensorial e da distância entre as células, sendo esta levada em conta através da 
função de influência espacial ( )jf  definida por Mullender & Huiskes (1997). O 
estímulo total defS  é, então, a soma dos estímulos gerados por cada célula sensorial: 
 
















jfS  (4.92) 
 
onde NO é o número total de osteócitos no domínio do tecido considerado. 
 A “zona morta” - região a qual não ocorre variação da densidade óssea - é 
incluída para separar os domínios de aposição óssea e reabsorção óssea. O critério de 
remodelação é definido pelos seguintes intervalos: 
 
(i) Se µεε 10000 << , há redução da massa óssea e µε1000ε ref = . 
(ii) Se µεεµε 20001000 << , há equilíbrio de remodelação e εε ref = , 
resultando em 0=defS . 
(iii) Se µεεµε 35002000 << , há formação de massa óssea e µε2000ε ref = . 
 Assume-se que, mesmo que a remodelação esteja em equilíbrio, exista certa 
quantidade de dano no interior do tecido ósseo. A remodelação em resposta ao acúmulo 
de dano ocorre somente quando a quantidade de dano varia do nível homeostático, ou 
seja, 0>∆d . O dano acumulado d  é expresso matematicamente pela seguinte equação: 
 
  critddd −=∆  (4.93) 
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onde critd  é o dano crítico. 
 Supondo que para 1d =  o tecido ósseo esteja completamente danificado e que 
a taxa de acúmulo de dano seja linear, a taxa d  é definida usando a regra de Miner. 






=  (4.94) 
 
onde fN  é o número de ciclos para a ruptura do material numa dada tensão. Para o 
osso, esse número pode ser calculado pela seguinte relação empírica (Carter et al., 
1976): 
 
  ( ) ( ) 4321f CρCTCσlogCNlog +++=  (4.95) 
 
onde Cj, 4,,1j …=  são constantes empíricas, σ (MPa) a tensão cíclica e T (°C) a 
temperatura. 
 No modelo, o dano é acumulado durante as iterações, para todos os níveis de 






  (4.96) 
 
 Para a remodelação baseada na superfície, a componente de dano do estímulo 










∆  (4.97) 
 
onde 0=x  se o dano acumulado d for menor do que critd  e 1x −=  caso contrário. 
 Para a remodelação mediada pelo osteócito, o estímulo é gerado pela célula 
sensorial devido ao dano e é dada por: 
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  (4.98) 
 
 Utilizando a densidade predita, a propriedade elástica local é determinada de 
acordo com a seguinte relação (Currey, 1988): 
 
  3ρCE e=  (4.99) 
 
 Quatro diferentes algoritmos de mecanorregulação são desenvolvidos, usando-
se os seguintes estímulos mecânicos: deformação; dano; deformação e dano 
combinados; e um dos dois, deformação ou dano, com a remodelação adaptativa de 
dano priorizada quando critdd > . 
 Para cada sistema de mecanorregulação desenvolvido, a taxa de densidade 
aparente é predita a partir do estímulo calculado como se segue: 
(i) Taxa de variação da densidade predita pelo estímulo deformação (Figura 
4.12ii): 
 
  defSCρ 5=  (4.100) 
 
(ii) Taxa de variação da densidade predita pelo estímulo dano (Figura 4.12i): 
 
  danoSCρ 6=  (4.101) 
 
(iii) Taxa de variação da densidade predita pelo estímulo dano e deformação 
combinados (Figura 4.12iii): 
 
  danodef SCSCρ 65 +=  (4.102) 
 
(iv) Taxa de variação da densidade predita pelo estímulo deformação ou dano, 
















Figura 4. 12 – Adaptação óssea de acordo com as quatro regras de mecanorregulação. 
 
 A constante 5C  governa a taxa de remodelação em resposta ao estímulo de 
deformação e 6C  é uma constante que governa a taxa de remodelação em resposta ao 
estímulo de dano.  
 Com o objetivo de estudar o comportamento dos diferentes algoritmos de 
mecanorregulação, a teoria foi aplicada em dois modelos de EF bidimensionais, os 
quais simulam uma barra em balanço (comprimento 800 µm e altura 100 µm) 
representando uma trabécula (Figura 4.13). A malha é gerada usando elementos 
isoparamétricos quadrilaterais de quatro nós supondo o Estado Plano de Deformações. 
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 Os nós da extremidade esquerda da barra estão restringidos nas direções 
longitudinal e transversal. A barra foi submetida à deformação axial de 1500 µε na 
extremidade livre da mesma, estando de acordo com as deformações fisiológicas. Duas 
configurações iniciais do modelo de EF foram utilizadas: 
• Modelo 1 – região da barra previamente danificada, conforme indicado na 
Figura 4.13i. Nessa região, o nível de dano foi admitido abaixo do valor crítico, 
correspondendo à deformação específica de 3480 µε. 
• Modelo 2 – barra com cavidade de reabsorção de profundidade 20 µm (Figura 
4.13ii). 
 No modelo são considerados dois diferentes materiais: tecido ósseo e medula. 
Ambos os tecidos são modelados como materiais isotrópicos e poroelásticos. 
 
 
Figura 4. 13 – Modelo de EF de uma barra representado uma trabécula com (i) região 
previamente danificada (modelo 1) e com cavidade de reabsorção (modelo 2). Os 
elementos que representam osso, medula e células sensoriais no modelo estão indicados. 
A direção e o sentido do carregamento são indicados pelas setas. 
 
 Nas Figuras 4.14 e 4.15 são plotadas as distribuições da deformação específica 
para tempos singulares, a partir dos resultados obtidos com os modelos de EF um e dois, 
respectivamente. 
 O algoritmo de remodelação óssea, na sua forma implícita, está resumido na 
Figura 4.16. As propriedades materiais são atribuídas, o carregamento é aplicado e a 
análise por EF estrutural poroelástica é executada. Os resultados da análise (deformação 
e tensão nodal) são fornecidos ao algoritmo e os sinais mecânicos são calculados em 
cada sensor localizado no tecido. Quando o estímulo é detectado, um sinal é enviado 
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para iniciar a remodelação de acordo com as equações (4.100) a (4.103). Baseada nas 
magnitudes desses sinais, a taxa da densidade no elemento é calculada e a nova 
densidade é predita. O novo módulo de elasticidade é determinado para o elemento em 
função da densidade corrente (Eq. 4.99). 
 
Figura 4. 14 – Distribuição da deformação nos elementos composto de osso em tempos 
específicos, durante a simulação usando (a) sensores superficiais (células de 
revestimento e osteoblastos): (i) se o estímulo é a deformação (Eq. (4.101)) o tecido 
danificado não é removido; (ii) se o estímulo é o dano (Eq. (4.100)), a reabsorção óssea 
forma uma cavidade que não pode ser re-preenchida e conduz a perfuração; (iii) se o 
estímulo é a combinação do microdano e deformação (Eq. (4.102)), a reabsorção óssea 
forma a cavidade, mas o tecido danificado não é totalmente reabsorvido antes que o re-
preenchimento seja iniciado; (iv) se o estímulo é a deformação ou o dano (Eq. (4.103)), 
o tecido danificado é completamente reabsorvido e o re-preenchimento ocorre em 
seguida; (b) sensores osteócitos: (i – iv) para cada caso, a reabsorção completa da região 




Figura 4. 15 – Distribuição da deformação nos elementos composto de osso em tempos 
específicos, durante a simulação usando (a) sensores superficiais (células de 
revestimento e osteoblastos): (i) se o estímulo é deformação (Eq. (4.101)) o tecido 
danificado não é removido; (ii) se o estímulo é o dano (Eq. (4.100)), a reabsorção óssea 
forma uma cavidade que não pode ser re-preenchida e conduz a perfuração; (iii)  se o 
estímulo é a combinação do microdano e deformação (Eq. (4.102)), a reabsorção óssea 
forma a cavidade, mas o tecido danificado não é completamente reabsorvido antes que o 
re-preenchimento seja iniciado; (iv) se o estímulo é a deformação ou o dano (Eq. 
(4.103)), o tecido danificado é completamente reabsorvido e o re-preenchimento ocorre 
em seguida; (b) sensores osteócitos: (i – iv) para cada caso, a reabsorção completa da 
região danificada do tecido não é predita e a cavidade não é re-preenchida (McNamara 
& Prendergast, 2007). 
 
 Os autores McNamara & Prendergast (2007) concluem que o algoritmo de 
remodelação que conduz o processo, quando o dano acumulado no tecido não excede o 
valor crítico, através do estímulo deformação e que, quando esse limite é excedido, o 
dano dirige a adaptação óssea, é o mais adequado computacionalmente para a simulação 
da reparação óssea (reabsorção de tecido danificado no antecedente e substituição por 






Figura 4. 16 – Diagrama do algoritmo computacional de remodelação óssea para o 






 Dados os parâmetros para cada ponto de integração no tempo t, executar os 
seguintes passos: 
1. ler os parâmetros de entrada td , tC , tρ , tε , e t∆ε  
2. calcular o número de ciclos para a ruptura fN , através da equação 
( ) 4t32t1 CρCTCσlogCt
f 10N
+++=  
3. determinar a taxa de dano d  através da Eq. 4.94; 
4. atualizar d pela equação tddd tttt ∆+=∆+  ; 
 83 
5. se crit
tt dd <∆+ ,  
• determinar a componente de remodelação relacionada à 
deformação tdefS ; 
6. se crit
tt dd >∆+ ,  
• determinar a componente de remodelação relacionada à 
deformação tdanoS ; 
7. calcular a taxa da densidade aparente ρ  através da Eq. 4.103; 
8. determinar a nova densidade ∆tρρρ tt∆tt +=+ ; 




10.  atualizar a novo propriedade material ( )3ttett ρCE ∆+∆+ =  e a nova matriz 
Constitutiva ( )ttE ∆+C ; 
11. determinar o novo estado de tensão ( )tttttt ∆εεCσ += ∆+∆+ ; 
12. retornar ∆ttttttttd +∆+∆+∆+ ρ,C,σ, . 
 
 
4.7 MODELO PROPOSTO POR LI ET AL. (2007) READAPTADO 
 
 
 Este modelo está baseado na teoria de remodelação óssea desenvolvida por 
Huiskes et al. (1987). Como estímulo mecânico externo, propõe-se a energia densidade 
de deformação U e como a variável local, a densidade aparente ρ . A principal inovação 
deste modelo é o acréscimo de um termo quadrático na equação que relaciona a taxa da 
densidade com o estímulo U. Esse termo adicional pode produzir a redução da massa 
óssea em níveis altos de carga, hipótese essa que muitos modelos matemáticos 
tradicionais de remodelação não admitem. No trabalho dos pesquisadores Li et al., a 
“zona morta” é negligenciada por simplicidade e o modelo foi utilizado para simular o 
tratamento de implante dentário usando o método dos Elementos Finitos. 
 Incorporando a “zona morta” ao modelo proposto por Li et al. (2007), a lei que 






































onde D é uma constante. Fazendo uma análise da Eq. (4.104), pode-se chegar às 
seguintes conclusões: quando a energia U  está abaixo do valor ( ) hUs−1 , a taxa de 
variação da densidade será negativa, ou seja, ocorrerá reabsorção óssea; se a energia 
estiver contida no intervalo fechado ( ) ( )[ ]hh Us1Us1 +− , , nenhuma variação líquida da 
densidade ocorrerá (“zona morta”); e quando a energia ( ) hUs1U +>  pode ocorrer duas 
hipóteses: na primeira, pode ocorrer formação óssea (o termo linear domina o processo 
e a reposta do modelo torna-se similar ao do modelo de Huiskes et al., 1987) ou, na 
segunda, reabsorção óssea (o termo quadrático torna-se preponderante ao termo linear, 
tornando a taxa da densidade negativa). O comportamento da Eq. (4.104) pode ser 
representado graficamente conforme o esboço dado na Figura 4.17. Pode-se dividir esse 
gráfico em quatro regiões distintas: região de reabsorção na subcarga, região da “zona 
morta”, região de formação e região de reabsorção na sobrecarga. 
 
 
Figura 4. 17 – Evolução da taxa da densidade aparente em função da energia densidade 
de deformação para o modelo de Huiskes et al. (1987) e para o mesmo com o acréscimo 











 Dados os parâmetros para cada ponto de integração no tempo t, executar os 
seguintes passos: 
1. ler os parâmetros de entrada: tρ , tε  e t∆ε ; 
2. determinar os parâmetros materiais correntes Et e ν t; 
3. avaliar a matriz Constitutiva tC ; 






U εCε= ; 
5. avaliar a taxa da densidade aparente tρ dada pela Eq. (4.104); 
6. calcular a nova densidade ∆tρρρ tt∆tt +=+ ; 




8. determinar os novos parâmetros materiais ttE ∆+  e tt ∆+ν ; 
9. determinar a nova matriz Constitutiva tt ∆+C ; 
10. determinar o novo estado de tensões ( )tttttttt ∆+∆+∆+∆+ += ∆εεCσ ; 
11. retornar tttttttttt ρ ∆+∆+∆+∆+∆+ ,C,σ,ε,∆ε . 
 
 
4.8 OBSERVAÇÕES ACERCA DOS MODELOS 
 
 
 Vários algoritmos numéricos têm sido desenvolvidos para simular o processo 
de remodelação óssea. Embora alguns modelos sejam capazes de predizer 
qualitativamente o comportamento do tecido ósseo com razoável precisão, análises 
quantitativas e aspectos biológicos têm sido negligenciados (Rüberg, 2003). 
Recentemente, novos métodos que levam em conta aspectos da microestrutura e 
atividades celulares têm sido publicados. Esses modelos fornecem bons resultados 
quanto à osteoporose, contudo sofrem deficiências do ponto de vista mecânico. O autor 
Rüberg (2003) classifica os problemas de remodelação óssea interna em duas diferentes 
aproximações: a mecânica e a fenomenológica. 
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 Na aproximação mecânica, define-se uma lei matemática para descrever a 
evolução da densidade aparente como resposta direta das mudanças no ambiente 
mecânico. Os resultados das simulações numéricas com essa aproximação mostram que 
o osso é capaz de se adaptar a variações de carregamentos e, além disso, alinhar sua 
estrutura interna às direções principais de tensão. Entretanto, esses modelos não 
consideram a geometria da UMB, o tempo para os diferentes estágios do processo de 
remodelação e a união inerente aos processos de formação e reabsorção óssea (Rüberg, 
2003). Teorias para adaptação óssea que relacionam a variação da densidade óssea 
diretamente à mecânica (variáveis derivadas das deformações quando afetadas por 
forças externas) provaram ser ferramentas úteis para o projeto de próteses. Esses 
modelos são empíricos ao nível macroscópico e não levam em conta os processos 
biológicos fundamentais (Ruimerman, 2005). 
 Na aproximação fenomenológica, os modelos estão baseados nos efeitos 
microestruturais. No modelo bidimensional proposto por Hazelwood et al. (2001), a 
sequência completa A-R-F (ativação, reabsorção e formação) da UMB é introduzida. De 
fato, a UMB sempre inicia com a reabsorção antes da formação. Além disso, a taxa de 
ativação, a velocidade de progressão e as dimensões da UMB são estimadas nesse 
modelo. O modelo tridimensional de Hernandez, baseado nos mecanismos de formação 
e reabsorção do método de Hazelwood, incorpora o processo de mineralização. Nesse 
modelo, os aspectos mecânicos são negligenciados e a simulação é concentrada nas 
variações da densidade mineral devido às mudanças na frequência de originação. 
 As predições dos modelos de remodelação óssea quanto à aposição óssea ou 
reabsorção óssea não são consistentes, como apontado nos trabalhos de Mellal et al. 
(2004) e Souza et al. (2008a). A discrepância nos resultados pode estar relacionada ao 
tamanho da “zona morta”, bem como aos estímulos mecânicos que regulam a atividade 
celular na remodelação adotada pelas várias teorias biomecânicas. Outra característica 
controversa entre os modelos está na evolução do processo de remodelação. A partir dos 
resultados obtidos nas simulações, observa-se que a remodelação alcança o equilíbrio 
(densidade aparente torna-se constante) em tempos diferentes para cada método. O 
modelo de Stanford, por exemplo, considera que a totalidade da superfície interna está 
ativa durante a remodelação (k = 1) o que, como afirmam os autores Doblaré & Garcia 
(2002), conduz a taxas excessivamente rápidas. 
 Entre os modelos correntes para remodelação óssea (Jacobs, 1994; Jacobs et 
al., 1997; Huiskes et al., 1987; Doblaré & Garcia, 2002; Ramtani et al., 2004; entre 
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outros) poucos podem considerar reabsorção óssea devido à sobrecarga, como por 
exemplo, as teorias biomecânicas propostas por McNamara (2004), Li et al. (2007) e 
Souza et al. (2008b). Modelos que possam simular reabsorção óssea tanto em níveis 
baixos de carga quanto em altos, são frequentemente utilizados em tratamentos de 
implantes dentários. 
 Há diferenças nas hipóteses assumidas por cada teoria biomecânica, como por 
exemplo, o estímulo mecânico que dirige as respostas celulares na remodelação; a 
consideração da anisotropia nas propriedades mecânicas do osso; a capacidade de haver 
reabsorção óssea devido à sobrecarga (reparação); e a distinção da velocidade de 
remodelação descrita na forma escalar ou tensorial para a reabsorção e a formação. 
 Uma questão importante a considerar é que essas aproximações mecânicas são 
desenvolvidas a partir de casos específicos, onde parâmetros do modelo são avaliados, 
experimentalmente ou empiricamente, levando-se em conta o tipo de osso, os casos de 
carregamento, o tipo de tecido, a espécie animal, o sexo, a idade, doenças, entre outros 
fatores. No futuro, modelos computacionais mais gerais podem ser desenvolvidos 
incorporando na sua formulação matemática um número maior de variáveis mecânicas e 
biológicas, tornando-se ferramentas mais precisas e aplicáveis em casos diversos, tanto 
em análises clínicas quanto no projeto de próteses. 
 A Biomecânica tem sido substituída pela Mecanobiologia, sendo esta baseada 
na relação entre a mecânica e a biologia celular. A combinação do aumento da 
capacidade computacional com eficientes algoritmos de Elementos Finitos possibilita a 
aplicação de teorias mais realísticas, incluindo os aspectos principais da biologia do 
osso. A teoria relaciona a atividade celular às forças externas (na modelação e na 
remodelação óssea) e explica o comportamento adaptativo do osso trabecular ao nível 
microscópico. Essas relações são capturadas por equações matemáticas simples, mas 
cercadas por processos biológicos complexos em que as componentes biomecânicas são 
amplamente desconhecidas. Os modelos computacionais baseados nessa teoria 
possibilitam investigar as consequências morfológicas das condições alternativas de 
carregamento, de desordens metabólicas tão bem como de intervenções farmacêuticas. 
Potencialmente, ela é útil para projetos de próteses, quando a adaptação do tecido ósseo 
para ambientes mecânicos alternativos possa ser testada pré - clinicamente. Ademais, 
essa teoria pode ser usada no desenvolvimento de métodos de tratamento da 
osteoporose, baseados em exercícios físicos ou na combinação com fármacos que 
alterem a atividade celular (Ruimerman, 2005). 
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5.1 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA 
 
 
 O modelo apresentado a seguir se fundamenta na Mecânica do Dano Contínuo 
e sua ideia básica é simular a porosidade do osso como dano, incluindo sua magnitude e 
orientação, de maneira semelhante ao proposto por Doblaré & Garcia (2002). Esses 
autores propuseram a matriz Remodelação H (decorrente do tensor Remodelação) 
análoga à matriz Dano padrão D (decorrente do tensor Dano). Essa última matriz é 
definida em termos da densidade aparente ρ e da matriz Fabric Ĥ  (decorrente do 
tensor Fabric), associadas, respectivamente, à porosidade e à direcionalidade das 




























onde eρρ ˆ= , e  é a fração de volume ósseo, ρ̂  a densidade de uma amostra imaginária 
de tecido ósseo sem porosidade, β um parâmetro experimental que relaciona o módulo 
de elasticidade com a densidade aparente e I a matriz identidade. A matriz Fabric é 
considerada normalizada tal que ( ) 1det =Ĥ . No caso isotrópico, a matriz Remodelação 
assume evidentemente a forma IH l= , sendo l uma constante. 
 Fazendo a análise da Eq. (5.1), verifica-se que o estado não danificado 
(material íntegro) corresponde à matriz 0D = , implicando em IH =  (ou 
equivalentemente a 1e =  e IĤ =  ou ρρ ˆ=  e IĤ = ). Se 0=e  ou 0=ρ  e Ĥ  
assume algum valor (ou equivalentemente a 0H = ), tem-se a condição ID = . Essa 
condição mostra que localmente no osso há completa ausência de massa óssea (tecido 
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totalmente danificado). Essas condições estão de acordo com os requerimentos da teoria 
da Mecânica do Dano. 
 As variáveis que descrevem a evolução de um processo são chamadas de 
variáveis de estado (Hon & Reddy, 1999; Nguyen, 2000). Essas variáveis são grandezas 
independentes que podem ser mensuráveis diretamente, como a deformação, ou 
mensuráveis indiretamente, nesse caso recebendo o nome de variáveis internas. Essas 
últimas geralmente estão associadas à reestruturação que ocorre em processos 
irreversíveis, sejam eles dissipativos ou de ganho de energia. Para levar em conta as 
mudanças na microestrutura do meio contínuo, adotar-se-á como variável observável 
(mensurável diretamente) o vetor de deformações ε  e como variável interna, a matriz 
Remodelação H . O vetor de deformações (o tensor de deformações infinitesimais na 














































 Um aspecto da teoria proposta a enfatizar é a possibilidade de redução do dano 
(reparação), como ocorre na formação óssea. Isso implica que, ao contrário do conceito 
clássico de dano que tem a evolução positiva como um corolário direto da segunda Lei 
da Termodinâmica, na teoria de dano-reparo essa evolução pode ser negativa ( )0D <  
durante o processo de reparação, devido à provisão de energia metabólica. 
 Supondo que 1−H  exista ( )IHH =−1  e DIH −=2 , o vetor de tensão efetiva 
σ
~  é definido pela expressão (Doblaré & Garcia, 2002): 
 
  ( ) ( ) ( ) σDIσDIDIσHHσHσ~ // 12121112 −−−−−− −=−−===  (5.3) 
 
 Quando um processo de dano está ocorrendo, o carregamento externo é 
resistido pela área da tensão efetiva e, então, o vetor σ~  é fisicamente mais 
representativo do que o vetor de tensão de Cauchy σ . Portanto, admite-se que a região 
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danificada seja incapaz de transferir tensões, podendo-se definir uma tensão dita efetiva 
que leva em conta somente a parte íntegra do osso. Como a área íntegra é menor do que 
a nominal, para uma mesma força aplicada, a tensão efetiva num meio danificado é 
comparativamente maior do que a tensão nominal. Pode-se escrever o vetor de tensões 
de Cauchy em função do vetor de tensão efetiva. Partindo da Eq. (5.3) e multiplicando 













 O vetor σ~  conduz a uma matriz Constitutiva localmente ortotrópica cujas 
direções principais de ortotropia3 estão alinhadas com os eixos principais da matriz D 
(ou, equivalentemente, com os de H  e Ĥ ). Os valores principais da matriz 
Flexibilidade podem ser expressos, em termos das componentes de H e do módulo de 










































=   
 
onde Ê  e ν̂  são o módulo de Young e o coeficiente de Poisson do material isotrópico 
íntegro, respectivamente. As expressões dadas pela Eq. (5.5) fornecem as componentes 
da matriz Flexibilidade ou matriz Compliance - inversa da matriz Constitutiva no 
Estado Plano de Tensões - para o material danificado. Adaptando as expressões para o 
estado Plano de Deformações, as expressões dadas na Eq. (5.5) são reescritas por: 
 
                                                 
3 Sólido que apresenta três planos de simetria mutuamente perpendiculares. 
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ˆ ==  (5.7) 
 
 Assim, o módulo de elasticidade para o tecido danificado ( )I,II,iEi =  pode ser 































 As componentes da inversa da matriz Constitutiva estão escritas em função 
dos elementos IH  e IIH  da matriz Remodelação a qual é uma matriz diagonal. De 
maneira semelhante, o vetor de deformação ε  pode ser relacionado à matriz 
Remodelação H através da seguinte expressão (Doblaré & Garcia, 2002): 
 
  ( ) ( ) εHεDIDIε~ // 22121 =−−=  (5.9) 
 
onde ε~  é o vetor de deformação efetiva. Considerando o osso um sólido elástico 
























































































ˆ  (5.11) 
 
onde [ ]011=Tb , o símbolo •  representa o produto interno e µ̂  e λ̂  são os 
























 Utilizando a relação dada pela Eq. (5.9), a Eq. (5.10) fica: 
 
  ( ) εHˆbHbεHˆσ 422 2µλ +•=  (5.13) 
 
 Partindo da função de energia livre de Helmoltz 
( )( )εσ/εCε/ε,H 0T •== 2121χ  e considerando o osso um sólido elástico isotrópico 
linear, define-se a matriz Força Termodinâmica Y da seguinte forma (Hecke, 1991; 
Doblaré & Garcia, 2002): 
 
  






























= ; 31…=ji ,  (5.15) 
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 Efetuando-se a derivada parcial dada na Eq. (5.14), as componentes da matriz 



























































 A relação entre a matriz Constitutiva e a matriz Dano é dada por: 
 
  










onde C  é a matriz Constitutiva para o tecido ósseo danificado e 0C  a matriz 
Constitutiva para o tecido ósseo íntegro. Os autores Doblaré & Garcia (2002) definem a 
matriz J que quantifica a influência relativa das partes esférica ( )( )IY1/3tr  e desviadora 
( )( )Ydev  da matriz Força Termodinâmica Y. Essa matriz é expressa matematicamente 
por: 
 








onde o parâmetro ω  é um escalar que pertence ao intervalo fechado [ ]0,1 . Se esse 
parâmetro assumir o escalar 0, a matriz J dependerá somente da componente esférica, 
admitindo então que a evolução da mesma seja puramente isotrópica. Para 1=ω , a 
evolução dessa matriz corresponde a um alto grau de anisotropia tal que ( )YJ dev= . 
 Admitindo-se que a matriz J seja avaliada nos planos principais (as 
deformações de cisalhamento são nulas), essa matriz é escrita em função das 
deformações normais ( )0ε0,εεε II2I1 ≠=≠= , uma vez que a parte volumétrica 
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corresponde à terça parte da soma dos elementos da diagonal principal da matriz Y (que 
nesse caso tem como componentes não nulas Y11(HI, HII, εI, εII) e Y22(HI, HII, εI, εII)). 
 Para estabelecer a “zona morta”, região em que a remodelação óssea está em 
equilíbrio (a massa do tecido ósseo é mantida), considera-se o modelo de adaptação 
óssea proposto por Carter (1984). Esse autor sugeriu que o osso seria “preguiçoso” em 
termos de reagir em face de sinais mecânicos. A então intitulada “zona morta”, em que 
limites devem ser excedidos antes que a adaptação do tecido ósseo ocorra, foi 
incorporada por Huiskes et al (1987). Na Figura 5.1 é mostrado um esquema da 




Figura 5. 1 – A adaptação local assumida em função da energia densidade de 
deformação U. Não há resposta adaptativa óssea na “zona morta”. 
 
 Na teoria de Huiskes et al (1987) a energia densidade de deformação, denotada 








==  (5.19) 
 
 A diferença entre as energias U e Uh, sendo essa última calculada no equilíbrio 
homeostático, é assumida como a energia que conduz a atividade adaptativa. Quando 
( ) hUw1U +>  ou ( ) hUw1U −< , o processo de adaptação é ativado. O parâmetro w 
denota o comprimento da região da “zona morta”. O critério que define o domínio em 
que a densidade óssea fica inalterada é dado pelo seguinte sistema de inequações: 
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  ( ) 0<−+− w1UU h  (5.20) 
  ( ) 0<+− w1UU h  (5.21) 
 
 O traço da matriz Força Termodinâmica Y pode ser relacionado à energia U 
através da seguinte a expressão (demonstração A1): 
 
  ( )YεĈε / tre
2
1 βT 43−=  (5.22) 
 
onde ĤCĤĤĈ 01/2−= . Assim, o critério de remodelação definido pelas inequações 
(5.20) e (5.21) pode ser reescrito por: 
 



















onde infrefε  e 
sup
refε  são os vetores de deformações de referência inferior e superior, 
respectivamente. Para uma análise anisotrópica ( )0≠ω , a matriz J pode ser escrita em 
função do estímulo Y. Iniciando do caso isotrópico ( ) 0=Ydev , o traço da matriz Y 
torna-se (demonstração A2): 
 
  ( )
( )






=  (5.25) 
 
 Relacionando as Eqs. (5.22) e (5.25), a energia densidade de deformação é 
















onde ijij JJ=J:J , 31…=ji , . Substituindo a Eq. (5.26) nas inequações (5.23) e (5.24) 
estabelece-se um critério de dano envolvendo a matriz J(Y) e a fração de volume ósseo 
e. Assim, a “zona morta” fica descrita pelo seguinte sistema de inequações: 
 
  
( ) ( )














J:JJ:J  (5.27) 
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 Os sobrescritos r e f nas inequações (5.27) e (5.28) significam reabsorção e 
formação, respectivamente. A remodelação ocorrerá localmente no tecido ósseo se o 
critério dado for violado ( 0≥rg  e/ou 0g f ≥ ), enquanto que nenhuma alteração 
líquida da massa óssea ocorrerá se as condições 0<rg  e 0g f <  forem satisfeitas. Nas 
inequações (5.29) e (5.30), infrefJ  e 
sup
refJ  são as matrizes de referência inferior e superior, 
respectivamente, determinadas a partir do módulo de elasticidade (E) e da densidade 
aparente ( ρ ) no equilíbrio homeostático. As matrizes Força Termodinâmica de 
referência inferior e superior, infrefY  e 
sup
refY , são avaliadas em função dos vetores de 
deformações de referência infrefε  e 
sup
refε , respectivamente, podendo estes ser obtidos a 
partir de uma barra de tecido ósseo no Estado Plano de Deformações carregada 
axialmente por tração (McNamara, 2004). 
 Vê-se que os limites da zona de equilíbrio na remodelação são estabelecidos 
em função do vetor de deformação de referência, sendo uma extensão das deformações 
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uniaxiais, que restringem essa região no modelo de McNamara (2004), para o caso 
plano. 
 Definidas as variáveis de estado ( ε  e H ) e o contorno da “zona morta” (as 
funções rg  e fg ), o próximo passo é estabelecer a lei que rege a evolução da variável 
interna matricial - matriz Remodelação H. Essa lei reflete as mudanças na 














r gg µµ  (5.31) 
juntamente com as condições de consistência de KKT: 
 
  0gge0gg0,µµ ffrrfrfr ==≤≥ µµ,;  (5.32) 
 
 O problema de análise convexa descrito pelas Eqs. (5.31) e (5.32) é derivado 
explicitamente obtendo-se os parâmetros de consistência jµ . A lei de evolução para a 
matriz H é escrita em função da matriz J por (demonstração A3): 
 







= ,  se 0g r ≥  e 0g f <  (5.33) 
  “Zona morta”: 0H = ,  se 0g r <  e 0g f <  (5.34) 







= ,  se 0g r <  e 0g f ≥  (5.35) 
 
onde fr αα ,  são escalares expressos por: 
 





αr  (5.36) 





α f  (5.37) 
 
e a matriz ω̂  é dada por: 
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  ( ) IIω̂ ω2ω1
3
1
+−=  (5.38) 
 
 Ajustando para o caso isotrópico e considerando o problema dependente do 

























f   (5.39) 
 
 Substituindo as Eqs. (5.38) e (5.39) nas Eqs. (5.33) e (5.35), respectivamente, 
obtém-se a lei de evolução para a matriz Remodelação H (demonstração A5): 
 
  Reabsorção: ( ) ω̂JHω̂JHH 2−= tr
ρ
4ρ
3β H , se 0g r ≥  e 0g f <  (5.40) 
  “Zona morta”: 0H = , se 0g r <  e 0g f <  (5.41) 
  Formação: ( ) ω̂JHω̂JHH 2−= tr
ρ
4ρ
3β H , se 0g r <  e 0g f ≥  (5.42) 
 
 Nas Eqs. (5.40) e (5.42) optou-se pela nomenclatura Hρ  ao invés de ρ , para 
não haver confusão com a taxa da densidade determinada pela Eq. (5.56). A taxa da 
densidade aparente Hρ  ligada diretamente à evolução da matriz Remodelação é 
avaliada seguindo a idéia proposta por McNamara (2004). Readaptando o algoritmo de 
mecanorregulação desenvolvido por essa autora, a taxa Hρ  é calculada em função da 
matriz Força Termodinâmica ( )ε,HY  ou do escalar dano d, sendo esse último 
priorizado quando critdd > . Então, propõem-se as seguintes equações: 
 
 Para critdd < : 
  r7H gCρ −=  para 0g0g
fr <≥ ;  (5.43) 
  0ρH =  para 0g0g
fr << ;  (5.44) 
  fH gCρ 8=  para 00 ≥<
fr gg ;  (5.45) 
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  (5.46) 
 
 As constantes 7C  e 8C  dirigem a taxa da matriz Remodelação referente à 
matriz Força Termodinâmica e 9C  é a constante que governa a taxa da matriz 
Remodelação referente ao escalar dano d. O parâmetro critd  é a quantidade crítica de 
dano no tecido ósseo utilizado para estimar a taxa de acúmulo de dano na remodelação. 
Finalmente, a lei de evolução para a matriz H  é sintetizada pelas seguintes condições: 
 
 Para critdd < : 








−=  para 0g0g fr <≥ ;  (5.47) 
  “Zona morta”: 0H =  para 0g0g fr << ;  (5.48) 








=  para 0g0g fr ≥< ;  (5.49) 
 
 Para critdd > : 























 Assume-se que, mesmo que a remodelação esteja em equilíbrio, existe certa 
quantidade de dano no interior do tecido ósseo. A remodelação em resposta ao acúmulo 
de dano d ocorre somente quando essa quantidade escalar varia do nível homeostático, 
ou seja, 0>∆d . O dano acumulado d  é expresso matematicamente pela seguinte 
equação (McNamara & Prendergast, 2007): 
 
  critddd −=∆  (5.51) 
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onde critd  é o dano crítico. Supondo que para 1d =  o tecido ósseo esteja 
completamente danificado e que a taxa de acúmulo de dano seja linear, a taxa d  é 






d =  (5.52) 
 
onde fN  é o número de ciclos para a ruptura do material numa dada tensão. Para o 
osso, esse número pode ser calculado pela seguinte relação empírica (Carter et al., 
1976): 
 
  ( ) ( ) 4321f CρCTCσlogCNlog +++=  (5.53) 
 
onde Cj, 4,,1j …=  são constantes empíricas, σ (MPa) a tensão cíclica e T (°C) a 
temperatura. No modelo, o dano é acumulado durante as iterações para todos os níveis 






dtdd   (5.54) 
 
 Na Figura 5.2 é mostrado um esquema da adaptação óssea proposta de acordo 
com a evolução da taxa da densidade aparente ρ  em função do vetor de deformações ε . 
 Um esboço da relação tensão-deformação unidimensional para o osso, durante 
as fases de reabsorção (perda de rigidez) e formação óssea (ganho de rigidez), quando o 
dano acumulado localmente no tecido está abaixo do valor crítico, é mostrado na Figura 
5.3. Na Figura 5.4 é apresentado um esquema da relação tensão-deformação 
unidimensional quando o nível de dano acumulado está acima do valor crítico, havendo 








Figura 5. 2 – Esquema da adaptação óssea proposta de acordo com a evolução da taxa 
da densidade aparente em função do vetor de deformação para duas situações distintas: 






Figura 5. 3 – Esboço da relação tensão-deformação para o osso durante duas fases 
distintas do processo de remodelação: perda de rigidez (reabsorção óssea) e ganho de 




Figura 5. 4 – Esquema contendo a relação tensão-deformação quando o nível de dano 
acumulado localmente no tecido está acima do valor crítico. 
5.2 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 
 
 
 No processo iterativo, a densidade aparente é atualizada a cada incremento de 
tempo, para cada ponto de integração no elemento finito, utilizando o método explícito 
de Euler progressivo para determinar a nova densidade: 
 
  ∆tρρρ tttt +=+∆  (5.55) 
 
 Para prevenir que a densidade assuma um valor negativo, o que fisicamente é 
impossível, utiliza-se no algoritmo um limite inferior ρmin para compensar essa 
deficiência. De maneira semelhante, emprega-se um limite superior ρmáx para impedir a 
porosidade negativa, ou seja, uma densidade que seja superior à densidade do tecido 
sem poros ( )0<⇒> pρρ ˆ . A porosidade do tecido trabecular ou esponjoso varia entre 
50 a 95 %, enquanto que o tecido compacto ou cortical, mais denso, apresenta níveis de 
porosidade compreendidos no intervalo de 5 a 10 % (Doblaré, et al., 2004). Em face 
disso, adota-se neste trabalho os valores limites sugeridos por Rüberg (2003) 
ρ0,05ρmin ˆ=  e ρ0,95ρmax ˆ= . 
 Obtida a matriz H no tempo corrente e supondo que sua inversa exista, a taxa 
da densidade aparente no tempo t é calculada através da seguinte expressão (Doblaré & 
Garcia, 2002) (demonstração A6): 
 










ρ 1HH  (5.56) 
 
 Na Figura 5.5, é apresentado o diagrama do algoritmo computacional 
esquemático para a predição da remodelação óssea interna, mostrando claramente a sua 
versão implícita. Na seção 5.3 é mostrada a versão explícita do algoritmo de 
remodelação proposto. 
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 O procedimento que será descrito sucintamente a seguir é realizado para cada 
passo de tempo t, nos pontos de integração pertencentes a algum elemento da malha de 
Elementos Finitos. 
 Como mencionado anteriormente, o escalar dano d é acumulado durante as 
iterações para todos os níveis de deformação e esse acúmulo continua até que critdd > . 
Esse escalar também é atualizado pelo método de Euler progressivo através da seguinte 
expressão: 
 
  t t t td d d ∆t+∆ = +   (5.57) 
 
 Enquanto critd d< , o estímulo mecânico matriz Dano D  dirige as respostas 
celulares no processo de remodelação em função da matriz Força Termodinâmica 
( )HY . O critério de dano, fixado pelo sistema de inequações ( )( ) 0<YJrg  e 
( )( ) 0<YJfg , estabelece se em determinado local do tecido ósseo o mecanismo de 
remodelação está ativado ou não. Quando o nível de dano acumulado atinge o valor de 
dano crítico, a taxa da matriz Remodelação passa a ser dirigida exclusivamente pela 
componente dano d, sendo o estímulo matriz Dano influenciado diretamente por essa 
componente escalar. Assim, como a taxa de H  é negativa, o tecido ósseo começa a ser 
removido localmente (a rigidez diminui) até que se atinja a porosidade máxima. 
Entretanto, ao se atingir a porosidade limite, o dano que se acumulou ao longo das 
iterações é zerado. A partir daí, a taxa da matriz Remodelação deixa de ser influenciada 
pelo escalar dano e passa a depender novamente da matriz Força Termodinâmica Y. A 
taxa H  passa a ser positiva e no local, antes danificado, começa haver aposição óssea 
(a rigidez aumenta) até que o equilíbrio da remodelação seja alcançado. Após ser predita 
a resposta adaptativa do tecido localmente de acordo com o estímulo matriz Dano, a 
taxa da matriz Remodelação H  é atualizada pela mesma técnica adotada pelos 
escalares dano e densidade: 
 
  tttt ∆tHHH +=∆+  (5.58) 
 
 Posteriormente, a taxa da densidade aparente é determinada pela Eq. (5.56) e 
atualizada pela Eq. (5.55). As propriedades materiais E e ν  são então computadas no 
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tempo ∆tt + , estando a primeira em função da densidade aparente atual. A matriz 
Constitutiva C corrente é determinada por: 
 
  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )tttttttttt ν,Eν,E DIˆˆCDIHˆˆCHC 00 −−==∆+ 22  (5.59) 
 
ou escrita explicitamente no Estado Plano de Deformações, 
 
[ ] ( )( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )















































































 Satisfeito o critério de parada, são passados de volta ao programa de análise 
por EF global as propriedades materiais ttE ∆+ˆ  e ∆ttν +ˆ , a densidade aparente ttρ ∆+ , a 




Figura 5. 5 – Diagrama do algoritmo computacional proposto esquemático para 










 Dados os parâmetros tH , td , tC , tρ , tε , e t∆ε  para cada ponto de integração 
no tempo t, executar os seguintes passos: 
1. calcular o número de ciclos para a ruptura fN , através da equação 
( ) 4t32t1 CρCTCσlogCt
f 10N
+++= ; 
2. determinar a taxa de dano d  através da Eq. (5.52); 
3. atualizar o dano d pela equação tddd tttt ∆+=∆+  ; 






























5. avaliar a matriz Jt através da equação ( ) ( ) ttt 21
3
1
YIYJ ωω +−= tr ; 





tt dd <∆+ : 
• avaliar as funções rg  e fg  através das Eqs. (5.27) e (5.28); 
• determinar a taxa da densidade aparente tHρ  que entrará no 





H gCρ −= , 00 <≥
tftr gg , ; 
0ρ
t
H = , 00 <<
tftr gg , ; 
tft
H gCρ 8= , 00 ≥<
tftr gg , ; 
tft
H gCρ 8= , 00 ≥≥
tftr gg , ; 
























tftr gg , ; 
0H =t , 00 <<

























tftr gg , ; 
8. se crit
tt dd >∆+ : 
• determinar a taxa da densidade aparente que entrará no cálculo 





































13. atualizar a matriz Remodelação: tttt tHHH ∆+=∆+ ; 















ρ HH ; 
15. determinar a nova densidade ∆tρρρ tt∆tt +=+ ; 
16. se min
∆tt ρρ ≤+  e crit
tt dd <∆+ , então min
∆tt ρρ =+ ; 
17. se máx
∆tt ρρ ≥+  e crit
tt dd <∆+ , então máx
∆tt ρρ =+ ; 
18. se min
∆tt ρρ ≤+  e crit
tt dd >∆+ , então 0=∆+ ttd  e min
∆tt ρρ =+  (reparação 
óssea); 
19. atualizar as propriedades materiais ( )tttt ρE ∆+∆+  e ( )∆tt∆tt ρν ++  
20. determinar as componentes da nova matriz Flexibilidade tt ∆+S , através das 
expressões dadas na Eq. (5.6) (Estado Plano de Deformações); 
21. determinar a nova matriz Constitutiva através da expressão ( ) 1−∆+∆+ = tttt SC ; 
22. determinar o novo estado de tensão ( )tttttt ∆εεCσ += ∆+∆+  




6. SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 
 
 
6.1 EXEMPLO 1 – SIMULAÇÃO DE UMA TRABÉCULA COM GEOMETRIA 
SIMPLIFICADA E PREVIAMENTE DANIFICADA 
 
 
 Com o objetivo de avaliar o comportamento da teoria mecânica proposta, o 
modelo de remodelação óssea interna é aplicado à barra de comprimento 800 µm e 
altura 100 µm que simula uma trabécula (Figura 6.1). Uma carga distribuída q na 
direção longitudinal é aplicada na extremidade livre da barra, causando deformação 
específica 1ε  de 1500 µε. Essa deformação está dentro da escala de deformação 
fisiológica. Na estrutura, as regiões em destaque (detalhe na Figura 6.1) são danificadas 
previamente, com um nível de dano próximo ao valor crítico. Esse valor corresponde à 
deformação de 3498 µε. Esse problema é semelhante ao sugerido nos trabalhos 
desenvolvidos por McNamara (2004) e McNamara & Prendergast (2007). 
 
 
Figura 6. 1 – Barra engastada constituída de tecido ósseo trabecular com regiões 
previamente danificadas em destaque. 
 
 O problema é solucionado usando o Método dos Elementos Finitos. A malha 
bidimensional é constituída por 216 elementos finitos isoparamétricos quadrilaterais 
lineares supondo o Estado Plano de Deformações. Os nós da extremidade esquerda da 
barra são restringidos nas direções longitudinal e transversal. A simulação se inicia de 
um estado homogêneo isotrópico, com a distribuição da densidade aparente igual a 
0,669433 g cm-3. O tipo de análise é a material não-linear e as equações são resolvidas 
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através do método iterativo de Newton-Raphson. Os parâmetros do modelo e as 
propriedades materiais são apresentados na Tabela 6.1. 
 Para o valor do parâmetro ω, Doblaré & Garcia (2002) sugerem o valor 
compreendido no intervalo de 0 a 0,3. No modelo proposto, utiliza-se 0,1ω =  supondo 
que o osso tenha baixo grau de anisotropia. Assim, a matriz J é influenciada mais pela 
componente esférica do que pela componente desviadora. 
 As predições do modelo dependem das constantes C7, C8 e C9 que estão 
relacionadas diretamente à velocidade de remodelação tanto para a reabsorção como 
para a formação óssea. Na ausência de valores experimentais, esses valores foram 
adotados. 
 
Tabela 6. 1 – Propriedades materiais do osso trabecular e constantes do modelo 
proposto. 
Parâmetros Unidade Valor 
Densidade inicial g cm-3 0,67 
Temperatura 
oC 37 
C1 - -7,789 
C2 - -0,0206 
C3 - 2,364 
C4 - 15,47 
Ce MPa 6000 
ω - 0,1 
C7 (d < dcrit) - 1,55 
C8 (d < dcrit) - 4,54
 
C9 (d > dcrit) - 2,82 x 10
9 
C8 (d > dcrit) - 4,54
 
dcrit - 2,6 x 10
-10 
ε1inf - 0,1 x 10
-2 
ε2inf - 0,2 x 10
-3 
ε1sup - 0,2 x 10
-2 
ε2sup - 0,4 x 10
-3 
 
 O comportamento constitutivo do tecido ósseo é descrito por dois parâmetros 
materiais: o módulo de elasticidade E e o coeficiente de Poisson ν. Esse coeficiente é 
mantido constante enquanto que o módulo é aproximado pela seguinte relação proposta 
por Currey (1988): 
 
  3(MPa) ρCE e=  (6.1) 
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 Segundo os autores McNamara & Prendergast (2007), experimentos 
evidenciam que regiões danificadas no tecido ósseo sofrem o mecanismo de reparação 
óssea (Burr et al., 1985; Mori & Burr, 1993). A reparação, inicialmente, ocorre com a 
completa remoção do tecido danificado. Cessada a reabsorção, a formação de massa 
óssea toma lugar preenchendo a cavidade formada. Esse processo suporta a proposição 
de que a remodelação é um mecanismo que mantém a resistência do osso, a fim de 
conservar a massa óssea e evitar possíveis fraturas (Ramtani et al., 2004). 
 A evolução da distribuição da densidade aparente na estrutura, para tempos 
específicos em unidades de tempo (ut) durante a simulação, é vista nas Figuras 6.2 e 
6.3. Em geral, as simulações computacionais do processo de remodelação utilizam 
como passo de tempo padrão um dia. Todavia, o tempo de escala dos processos 
fundamentais (formação e reabsorção) é da ordem de meses ou até anos (Ruimerman, 
2005). Assim, neste exemplo, adotar-se-á o passo de tempo genérico igual a uma 
unidade de tempo. 
 Na primeira iteração correspondente ao tempo t = 1 ut, o nível de dano nos 
elementos previamente danificados está abaixo do crítico não havendo, portanto, 
remodelação óssea nessa região da barra. Contudo, na próxima iteração, o valor crítico 
de dano é atingido ( )critdd > , iniciando o processo de reparação. No final desse passo 
de tempo, a densidade praticamente não se altera, sendo a mesma distribuída 
uniformemente na barra (Figura 6.2, tempo = 1 ut). 
 A distribuição das deformações 1ε  em tempos específicos é mostrada nas 
Figuras 6.4 e 6.5. Como as propriedades materiais se alteram com a densidade aparente, 
a distribuição das deformações ao longo da barra também muda, apresentando valores 
maiores nas regiões danificadas e próximas a essas. 
 No decorrer do tempo, o escalar dano é acumulado ao longo das iterações 
nessas regiões. Durante a remoção do tecido danificado, o processo de reabsorção pelos 
osteoclastos é ativado e a remodelação é conduzida pelo escalar dano (d) até o momento 
que o tecido ósseo atinja a porosidade máxima correspondente a 95 % (ou a densidade 
aparente mínima de 0,1 g cm-3) (Figura 6.2, tempo = 73 ut). Entretanto, ao atingir a 
porosidade limite, o dano que se acumulou ao longo das iterações é zerado ( )0d = . No 
processo de reabsorção óssea, a taxa da matriz Remodelação H  é negativa, diminuindo 
a rigidez do tecido ósseo localmente. Cessada a reabsorção do tecido danificado, a 
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componente dano d é desativada e o processo de aposição óssea se inicia, sendo 
conduzida agora pela componente matriz Força Termodinâmica. No processo de 
formação, a rigidez do tecido é aumentada localmente, sendo a taxa da matriz 
Remodelação H  positiva ( 0<rg  e 0≥fg ). O processo de reparação ocorre até que a 
densidade permaneça constante nas regiões danificadas, ou seja, até o momento que a 
taxa ρ  adquira valor nulo ( 0g r <  e 0<fg ). A distribuição final da densidade e da 
deformação é vista na Figura 6.6. 
 Para cada passo de tempo, o tecido ósseo adapta sua estrutura interna, através 
da atividade combinada dos osteoclastos e oesteoblastos. Assim, no final de cada passo 
de tempo, o equilíbrio estático global da barra é restabelecido. Como já observado nos 
trabalhos de Ramtani et al. (2004) e McNamara (2004), os resultados obtidos no 
decorrer da simulação apontam que o dano induz à remodelação, não somente no local 
danificado, mas também em regiões íntegras do osso (Figura 6.3), estando em 
conformidade com as observações feitas por esses autores. Ademais, o dano acumulado 
atinge o valor limite em outros locais do tecido ósseo, ocorrendo novamente o processo 
de reparação (reabsorção de tecido danificado no antecedente e substituição por novo no 
conseqüente). Portanto, a trabécula submete-se a novas mudanças morfológicas em 
resposta ao carregamento mecânico. 
 Nas Figuras 6.7 e 6.8, apresenta-se a evolução da densidade aparente nas 
regiões danificadas, inferior e superior da barra, respectivamente. Observa-se que, a 
partir do passo de tempo igual a 160 ut, a densidade fica imutável até o tempo 246 ut 
sugerindo que o processo de remodelação está em equilíbrio nesse intervalo. Contudo, o 
dano d que está sendo acumulado ao longo do tempo (Figura 6.9) atinge novamente o 
nível crítico, ocorrendo novo processo de reparação óssea (reabsorção de tecido 
danificado e posterior substituição por novo). Assim, a simulação mostra que a estrutura 
interna do tecido trabecular é continuamente reconstruída, autorreparando os 
microdanos, simplesmente por substituir parte de sua estrutura por nova. 
 A Figura 6.9 mostra a evolução do dano d, da deformação específica 1ε  e da 
taxa da densidade aparente ρ  na região danificada localizada na parte inferior da barra. 
Claramente vê-se que, no início da simulação, quando critdd >  as deformações 1ε  
aumentam, uma vez que a taxa da densidade aparente é negativa. No momento em que 
0d = , a taxa da densidade inverte de sinal ( )0ρ >  e as deformações passam a diminuir, 




Figura 6. 2 – Distribuição da densidade aparente (g cm-3) para os seguintes tempos: 1, 
40 e 73 unidades de tempo. 
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Figura 6. 3 – Distribuição da densidade aparente (g cm-3) para os seguintes tempos: 
100, 200 e 300 unidades de tempo. 
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Figura 6. 4 – Distribuição da deformação específica 1ε  para os seguintes tempos: 1, 40 
e 73 unidades de tempo. 
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Figura 6. 5 – Distribuição da deformação específica 1ε  para os seguintes tempos: 100, 
200 e 300 unidades de tempo. 
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Figura 6. 6 – Distribuição da densidade aparente e da deformação específica 1ε  para 
450 unidades de tempo. 
 
 A simulação computacional foi realizada para tempos maiores, todavia o 
algoritmo mostrou-se instável, produzindo resultados inconsistentes. Um aspecto 
importante a salientar na simulação computacional incorre nas constantes do modelo, as 
quais podem produzir taxas excessivas de remodelação, ocasionando instabilidades no 
algoritmo. A instabilidade do método pode ser aliviada através da aplicação de 





Figura 6. 7 – Evolução da densidade aparente na região danificada localizada na parte 




Figura 6. 8 – Evolução da densidade aparente na região danificada localizada na parte 




Figura 6. 9 – Evolução do dano d, da deformação específica 1ε  e da taxa da densidade 
aparente ρ  na região danificada localizada na parte inferior da barra. 
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6.2 EXEMPLO 2 – MODELO DE OSSO LONGO GENÉRICO SIMPLIFICADO 
 
 
6.2.1 SIMULAÇÃO 1 - OSSO LONGO GENÉRICO SEM PRÓTESE 
 
 
 O objetivo deste estudo é avaliar a capacidade do algoritmo de remodelação 
proposto, em obter uma indicação qualitativa da distribuição da densidade aparente final 
de um osso longo, partindo de uma situação inicial ideal. Como uma simplificação, a 
fim de reduzir a dimensionalidade do corpo, considera-se um modelo bidimensional de 
um osso longo simplificado, com 194 elementos planos lineares isoparamétricos e 227 




Figura 6. 10 – Modelo de elementos finitos do osso longo genérico. 
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Apenas dois nós, localizados na extremidade distal do osso, foram restringidos 
na direção longitudinal e na direção transversal. Consideram-se cinco casos de carga 
aplicados independentemente. Esses casos estão descritos (magnitude e direção) na 
Tabela 6.2. Apesar de ser uma aproximação grosseira, esse carregamento produz 
deformações específicas que se encontram dentro da escala fisiológica. Segundo Jacobs 
(1994) a ordem em que as cargas são aplicadas ao osso não tem impacto significante 
nos resultados numéricos. Por consequência, cada caso é aplicado numa unidade de 
tempo singular, sendo repetido o ciclo a cada 5 ut. 
A análise se inicia supondo a distribuição da densidade aparente uniforme 
( )30,575gcm−=0ρ  e o material isotrópico. O tipo de análise adotada é a material não-
linear e as equações são resolvidas através do método interativo de Newton-Raphson. 
 
Tabela 6. 2 – Casos de carregamento aplicados ao osso genérico. 
Caso de carga Magnitude (N) Direção (°) 
A 578 -34 
B 578 -67 
C 578 -90 
D 578 -113 
E 578 -146 
 
 As propriedades materiais do tecido ósseo e os parâmetros do modelo são 
mostrados na Tabela 6.3. Supõe-se o Estado Plano de Deformações e o comportamento 
constitutivo do tecido ósseo é descrito por dois parâmetros materiais: o módulo de 
elasticidade E e o coeficiente de Poisson ν. Para avaliá-los, utiliza-se a aproximação 
proposta por Jacobs (1994): 
 






































 A região da diáfise no fêmur assemelha-se a uma estrutura cilíndrica. Nos 
modelos bi-dimensionais, acrescentam-se placas laterais adicionais para simular a 
conexão entre as camadas externas constituídas de tecido cortical. Entretanto, essas 
placas foram desconsideradas no modelo de osso longo generalizado. Apesar da 
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ausência delas, o algoritmo de remodelação consegue obter algumas características 
morfológicas básicas do osso, se comparado à radiografia do fêmur proximal. A 
tendência da distribuição da densidade aparente após a simulação computacional nos 
tempos 100, 300, 1000, 2000, 4000 e 5000 ut (unidades de tempo) é apresentada na 
Figura 6.11. Foram obtidas porosidades mínima e máxima de 5,0 % e 95,0 %, 
respectivamente. Durante o processo de adaptação óssea, ocorrem, na diáfise, o 
aumento da massa óssea lateralmente e a diminuição no interior da mesma. Portanto, há 
uma tendência de formação do canal medular e da casca externa evolvendo-o, sendo 
esta constituída de tecido cortical. A diáfise compõe-se de duas regiões bem distintas: 
uma com baixa porosidade (tecido cortical - porosidade de 5 – 10 %) e a outra com alta 
porosidade (tecido esponjoso - porosidade de 50 – 95 %,). 
 Com o passar do tempo de simulação, os resultados mostram que no interior da 
diáfise – canal medular - há aumento da densidade em algumas regiões (Figuras 6.11 - 
e, f). 
A evolução da densidade aparente ao longo da simulação, em pontos situados na 
diáfise do osso generalizado, é apresentada nas Figuras 6.12, 6.13 e 6.14. 
 
Tabela 6. 3 – Parâmetros utilizados no algoritmo de remodelação óssea. 
Parâmetro Unidade Valor 
Densidade inicial g cm-3 0,575 
C7 (d < dcrit) - 10,55 
C8 (d < dcrit) - 8,55
 
ε1inf - 0,3 10
-4 
ε2inf - 0,1 10
-3 
ε1sup - 0,45 10
-4 
ε2sup - 0,15 10
-3 
 
Segundo Frost (1987) apud Soni et al. (2008) a reabsorção óssea (perda de 
massa óssea) ocorre entre 0 e 100 µ-strain devido à falta de estímulo, enquanto que 
deformações específicas dentro do intervalo 100 e 4.000 µ-strain estão associadas ao 
ganho ou formação óssea. A falência por fadiga começa a ocorrer para valores 
superiores a 4.000 µ-strain; entretanto, para deformações na ordem de 25.000 µ-strain, 
o tecido ósseo não resiste a acréscimos de tensão e fratura. 
A distribuição da deformação específica 2ε  na diáfise do osso simplificado, para 
os tempos 100, 300, 1000, 2000, 4000 e 5000 ut, é mostrada na Figura 6.15. 
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Figura 6. 11 – Distribuição da densidade aparente ( )3gcm−  na diáfise do osso 
simplificado para os tempos 100, 300, 1000, 2000, 4000 e 5000 ut. 
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Figura 6. 12 – Evolução da densidade aparente durante a simulação para o elemento 
162 da malha de EF situado à direita da extremidade distal do osso. 
 
 
Figura 6. 13 – Evolução da densidade aparente durante a simulação para o elemento 




Figura 6. 14 – Evolução da densidade aparente durante a simulação para o elemento 60 
da malha de EF situado no canal medular do osso simplificado. 
 
 Nesta simulação, o escalar dano d é negligenciado, sendo o critério de dano 
conduzido unicamente pela matriz Força Termodinâmica a qual define a “zona morta”. 







Figura 6. 15 – Distribuição da deformação específica 2ε  na diáfise do osso 
simplificado para os tempos 100, 300, 1000, 2000, 4000 e 5000 ut. 
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 O segundo estudo computacional incorpora ao modelo generalizado de osso 
longo a presença de uma prótese cimentada. Essa análise visa avaliar qual o efeito 
desses materiais na distribuição da densidade aparente, bem como predizer a evolução 
da microestrutura óssea e suas propriedades constitutivas sob diferentes casos de 
carregamento. O modelo consiste de um osso longo genérico com a inclusão de um 
implante de titânio e cimento, semelhante ao proposto por Fischer et al. (1996). Parte do 
implante está localizada na epífise e a outra, a haste, na diáfise sendo essa circundada 
por uma camada de cimento (Figura 6.16). Na análise foi considerada a aplicação 
independente de cinco casos de carga, os quais já foram descritos na Tabela 6.2. 
 
Figura 6. 16 – Modelo de EF do osso longo simplificado com prótese cimentada. 
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 A malha de Elementos Finitos é gerada usando elementos planos 
isoparamétricos lineares, supondo o Estado Plano de Deformações. A simulação se 
inicia admitindo que o tecido ósseo seja um material isotrópico, com distribuição 
uniforme da densidade aparente cujo valor é igual a 30,575gcm− . As interfaces entre a 
prótese, o cimento e o tecido ósseo são consideradas completamente aderidas (adesão 
perfeita). Na Tabela 6.4 são apresentadas as constantes utilizadas no algoritmo de 
remodelação óssea. 
 
Tabela 6. 4 – Constantes utilizadas no algoritmo de remodelação óssea. 
Material Parâmetro Unidade Valor 
E GPa 117,0 Titânio 
ν adimensional 0,3 
E GPa 2,80 Cimento 
ν adimensional 0,3 
0E  MPa 504,9275622 





Na Figura 6.17 é mostrada a distribuição da densidade aparente na diáfise do 
osso simplificado com prótese cimentada, para os tempos de simulação 100, 300, 1000, 
2000, 4000 e 5000 ut. A evolução da densidade aparente para o tempo total de 5000 ut, 
em pontos localizados nessa região, é apresentada nas Figuras 6.18, 6.19 e 6.20. Por 
último, é mostrada a evolução da distribuição da deformação específica 2ε  para os 
tempos 100, 300, 1000, 2000, 4000 e 5000 ut na Figura 6.21. 
 No decorrer da análise, nota-se que há reabsorção de tecido ósseo nas faces 
laterais da haste, especialmente próximo à epífise proximal do osso (Figura 6.17 - d,e,f). 
Segundo Doblaré, García & Cegoñino (2002), esse efeito deve-se à tensão de 
escoamento nessas regiões. Diferentemente, na base da haste há produção de massa 
óssea. Algumas características morfológicas do fêmur podem ser verificadas nessa 
região, como a formação da camada cortical e da cavidade medular. Os resultados estão 







Figura 6. 17 – Distribuição da densidade aparente ( )3gcm−  na diáfise do osso 
simplificado com prótese cimentada para os tempos 100, 300, 1000, 2000, 4000 e 5000 
ut. 
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 A inclusão de implantes implica em alterações na maneira em que a carga é 
transmitida, ocasionando a modificação da microestrutura óssea através da reabsorção 
ou formação em diferentes regiões do osso (Doblaré, García & Cegoñino, 2002). 
 A hipótese de que todas as interfaces estejam completamente unidas é irreal. A 
interface prótese – cimento pode falhar, produzindo a perda da prótese e alteração na 
distribuição das tensões no fêmur. Portanto, essa alteração modifica completamente a 
resposta adaptativa do tecido ósseo. 
 
 
Figura 6. 18 – Evolução da densidade aparente para o elemento 162 da malha de EF, 
situado à direita da extremidade distal do osso com prótese cimentada. 
 
 Ao longo da simulação, alguns pontos do tecido ósseo (representados pelos 
pontos de integração de cada elemento finito) ficam com a rigidez inalterada, ou seja, a 
remodelação atinge o equilíbrio ( 0H =  e 0=ρ ), como pode ser constatado em pontos 
situados lateralmente à diáfise do osso simplificado (Figuras 6.18 e 6.19). Entretanto, 
em outras partes do osso continua haver o processo de remodelação – formação ou 
reabsorção óssea (Figura 6.20). Assim, até 5000 passos de tempo não se obteve uma 




Figura 6. 19 – Evolução da densidade aparente para o elemento 150 da malha de EF, 
situado à direita da extremidade distal do osso com prótese cimentada. 
 
 
Figura 6. 20 – Evolução da densidade aparente para o elemento 60 da malha de EF, 




Figura 6. 21 – Distribuição da deformação específica 2ε  na diáfise do osso 
simplificado com prótese cimentada para os tempos 100, 300, 1000, 2000, 4000 e 5000 
ut. 
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6.3 EXEMPLO 3 – MODELO DA PARTE PROXIMAL DO FÊMUR HUMANO 
 
 
 Considera-se um modelo bidimensional de Elementos Finitos da extremidade 
proximal do fêmur humano, conforme é apresentado na Figura 6.22. O objetivo desse 
problema é simular a remodelação óssea interna. A simulação se inicia de uma situação 
ideal, supondo o material isotrópico e a distribuição da densidade aparente uniforme no 
osso (0,575 g cm-3). A placa lateral, comumente utilizada para simular a conexão entre 
as duas camadas corticais da diáfise, não está incluída no modelo. Vários autores 
incorporaram essa placa para simular a conectividade tridimensional do tecido cortical, 
como por exemplo, Huiskes et al. (1987), Carter et al. (1996), Fischer et al. (1996.), 
Jacobs (1994), Jacobs et al. (1997), Doblaré & Garcia (2002), entre outros. Contudo, a 
fim de supor a conectividade entre essas camadas na diáfise, neste modelo restringe-se 
as translações na direção 1 lateralmente à geometria do osso. 
 
Figura 6. 22 – Modelo estrutural do fêmur proximal humano com distribuição uniforme 
da densidade. Três casos de carregamento são aplicados à estrutura caracterizando o 
caminhar humano normal. 
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 A estrutura é discretizada por elementos quadrilaterais isoparamétricos lineares 
supondo o Estado Plano de Deformações. O tipo de análise é a material não-linear e as 
equações de Elementos Finitos não-lineares são solucionadas através da técnica iterativa 
de Newton-Raphson. Os parâmetros do modelo e as propriedades materiais são 
apresentados na Tabela 6.5. Nas simulações se utilizou o incremento de tempo padrão 
de 1 dia. 
 
Tabela 6. 5 – Parâmetros utilizados no algoritmo de remodelação óssea. 
Parâmetro Unidade Valor 
Densidade inicial g cm-3 0,575 
C7 (d < dcrit) - 15,50
* 
C8 (d < dcrit) - 45,40
* 
ε1inf - 0,2 10
-4 
ε2inf - 0,1 10
-3 
ε1sup - 0,22 10
-4 
ε2sup - 0,11 10
-3 
* Valores estimados para taxa de m/dia1µ  na reabsorção e na formação, obtidos por McNamara & 
Prendergast (2007). 
 
 Nesta teoria, o comportamento da reabsorção ou formação óssea dependem do 
tensor Remodelação J, das constantes 7C , 8C  e 9C  e do escalar dano d. 
 Durante a evolução do processo de remodelação óssea, as velocidades em que 
ocorrem a formação ou a reabsorção diferem entre si, como já observado nos trabalhos 
de Hernandez et al. (2001), Doblaré & Garcia (2002), Rüberg (2003), McNamara 
(2004), entre outros. Nesse problema, as constantes relacionadas às velocidades de 
remodelação, C7 e C8, foram estimadas iguais às obtidas por McNamara & Prendergast 
(2007). O que se busca através deste exemplo numérico é avaliar a capacidade da teoria 
proposta para obter uma tendência da distribuição global da massa óssea na extremidade 
do fêmur proximal. 
 No modelo de McNamara assume-se que os osteoclastos reabsorvem, em 
profundidade, a massa óssea numa taxa de m/dia1µ . As constantes de taxa de 
remodelação são estimadas para m/dia1µ  de reabsorção ocorrida em 500 µε  e m/dia1µ  
de formação ocorrida em 2500 µε . Essas quantidades foram baseadas na observação 
feita pelos autores Eriksen & Kassem (1992) de que os osteoclastos levam 
aproximadamente 50 dias para formar uma cavidade de reabsorção de 50 mµ  por dia. 
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 Três situações de carga foram consideradas no modelo do fêmur. Esse conjunto 
de cargas simula o caminhar humano normal. Em cada situação são consideradas duas 
forças concentradas aplicadas diretamente. Uma delas representa a reação na junta 
aplicada à cabeça femoral e a outra, a reação da ligação do músculo abdutor ao trocanter 
maior. As magnitudes e a orientação dessas forças são dadas na Tabela 6.6. Entretanto, 
o autor Rüberg (2003) sugere que as forças não sejam aplicadas num ponto singular, 
mas distribuídas sobre vários nós no modelo estrutural do osso. Isso evitaria a 
concentração de tensões nas imediações do ponto de aplicação de uma carga 
concentrada. Essa observação é consistente com o princípio de Saint Vernant, o qual 
atesta que perturbações nas condições de contorno podem ter efeito substancial nas 
tensões próximas do mesmo, mas pouco efeito nas tensões na maior parte do corpo em 
questão. 
 Como apontado no trabalho de Jacobs (1994), a ordem em que essas cargas são 
aplicadas não influenciam significativamente nos resultados numéricos. Portanto, os três 
casos de carregamento podem ser agrupados e reordenados num período de tempo de 
cinco dias, tal que no primeiro, terceiro e quinto dias é aplicado o primeiro caso e no 
segundo e quarto dias são aplicados os casos dois e três, respectivamente (Jacobs et al., 
1997). 
 
Tabela 6. 6 – Magnitude e ângulo em relação ao eixo vertical das forças aplicadas para 
cada situação de carga. O caso 1 representa o momento em que o pé toca a superfície; e 
os casos 2 e 3, os momentos de abdução e adução, respectivamente (Rüberg, 2003). 









1 2317 24 703 28 
2 1158 -15 351 -8 
3 1548 56 468 35 
 
 Na Figura 6.23 é mostrada uma radiografia do fêmur proximal cuja distribuição 
da massa óssea está relacionada à escala em tons de cinza. Na epífise, identifica-se a 
distribuição complexa da densidade aparente no trocanter maior, na cabeça femoral e no 
colo. Nessas regiões, vê-se a presença do tecido cortical formando uma casca externa 
circundando o tecido esponjoso. Na diáfise destacam-se o canal medular com alta 
porosidade e as duas camadas corticais com baixa porosidade. 
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Figura 6. 23 – Radiografia do fêmur proximal (Doblaré & Garcia, 2002). 
 
 O módulo de elasticidade E e o coeficiente de Poisson ν são avaliados em 
função da densidade aparente, através das correlações experimentais propostas por 
Jacobs (1994) (equações 6.1 e 6.2): 
 Nas Figuras 6.25 e 6.26 são mostrados os resultados para a distribuição da 
densidade aparente e da deformação específica 2ε , respectivamente, após 300, 1000, 
1500 e 2500 dias de simulação computacional para a extremidade proximal do fêmur. 
Comparando esses resultados com a radiografia do mesmo (Figura 6.23), identificam-
se, na diáfise, alguns elementos básicos como o canal medular e as duas camadas mais 
externas circundando-o, com maior densidade. Na cabeça femoral, no colo e no 
trocanter maior - situados na epífise - há regiões na superfície com maior densidade e 
regiões no interior com menor densidade. Assim, sob o ponto de vista qualitativo, os 
resultados são similares ao real em termos da morfologia interna. 
 A evolução da densidade aparente para dois elementos situados lateralmente na 
diáfise, no decorrer da simulação com tempo total 2500 dias, é mostrada na Figura 6.24. 
Na Figura 6.27 aparece a evolução para elementos localizados no interior da diáfise - 
canal medular. 
 As magnitudes máximas e mínimas das deformações específicas 1ε  e 2ε  
ficaram dentro da escala fisiológica observada por Frost (1987). As deformações, 
avaliadas no tempo 2500 dias, na direção 1 ficaram entre -155 a 162 µ-strain e na 
direção 2 entre -161 a 152 µ-strain. Por conseguinte, as deformações permaneceram 
 137 
abaixo de 4.000 µ-strain – limite em que se inicia a falência por fadiga –, não ocorrendo 
perda de massa óssea associada à “janela de sobrecarga patológica”. 
 Nesse contexto, o dano acumulado no tecido vivo (decorrente das atividades 
diárias) não excede o nível crítico ( )critdd < , como já evidenciado em experimentos e 
observações clínicas. O nível de dano crítico pode ser calculado como a quantidade de 
dano que seria acumulado num ciclo em 4000 µ-strain, conforme mencionado no 
trabalho de McNmara (2004). A tensão correspondente a essa deformação é 
determinada utilizando a Lei de Hooke e então, empregada para estimar a taxa de 
acúmulo de dano d . 
 
 
Figura 6. 24 – A evolução da densidade aparente no decorrer da simulação com tempo 
total 2500 dias para dois elementos situados lateralmente na diáfise. 
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Figura 6. 25 – Resultados da simulação computacional após 300, 1000, 1500 e 2500 
dias para a distribuição da densidade aparente ρ . 
 139 
 
Figura 6. 26 – Resultados da simulação computacional após 300, 1000, 1500 e 2500 
dias para a distribuição da deformação específica 2ε . 
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Figura 6. 27 – A evolução da densidade aparente no decorrer da simulação com tempo 
total 2500 dias para: a) um elemento localizado no interior da diáfise (canal medular) e 








 No presente trabalho propôs-se uma nova metodologia, estabelecendo um novo 
modelo de remodelação óssea interna baseado na Mecânica do Dano Contínuo. Essa 
aproximação foi desenvolvida através da associação de duas teorias correntes da 
literatura, uma proposta pelos autores Doblaré & Garcia (2002) e a outra pela autora 
McNamara (2004). Definiu-se como estímulo mecânico externo, para dirigir as 
respostas celulares nesse processo, a matriz Dano. Diferentemente da teoria clássica de 
dano, a sua evolução tanto pode ser positiva na reabsorção óssea ( 0H <  e 0D > ) 
quanto negativa na formação óssea ( 0H >  e 0D < ). A formulação matemática 
proposta incorporou a possibilidade de haver reabsorção óssea em níveis superiores de 
deformação, quando o dano (escalar d) acumulado no tecido decorrente das atividades 
diárias, é excedido do limite. Subsequente à remoção de tecido danificado, o algoritmo 
previu a substituição de tecido novo na cavidade formada pelas células osteoclastos. 
Novas funções convexas foram propostas para o critério de dano que delimita a região 
da “zona morta”. Os limites dessa zona de equilíbrio na remodelação foram 
estabelecidos em função do vetor de deformação de referência. Esses limites estendem 
as deformações uniaxiais, que restringem essa região no modelo de McNamara (2004), 
para o caso plano. 
 No primeiro exemplo numérico, partindo da geometria simplificada de uma 
trabécula óssea, verificou-se que o algoritmo proposto conseguiu descrever o 
mecanismo do osso de se auto-reparar quando danificado. Mostrou-se que a 
incorporação na formulação matemática do estímulo mecânico matriz Dano, escrito em 
função da matriz Remodelação e do escalar dano, foi capaz de simular a reabsorção do 
tecido danificado localmente e posterior aposição de tecido novo. O modelo assume que 
o dano acumulado no tecido vivo deve exceder o nível crítico para que o processo de 
reparação ocorra, como já evidenciado em experimentos e observações clínicas. Outro 
aspecto importante a ser salientado é a predição do algoritmo proposto de ocorrer 
remodelação óssea tanto no local danificado quanto em regiões íntegras do osso, 
alcançando o equilíbrio global da trabécula no passo de tempo corrente. As distribuições 
das deformações e das densidades aparentes no final da simulação diferiram da situação 
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inicial. Essa diferença sugere que o osso adapta sua microestrutura como uma resposta 
direta das mudanças no ambiente mecânico. 
 A possibilidade de ocorrer reabsorção óssea em níveis superiores de 
deformação bem como a reparação do tecido danificado já foi incorporada e discutida 
em modelos encontrados na literatura (Li et al., 2007 e McNamara, 2004, 
respectivamente). Entretanto, diferentemente desses, o modelo em questão considera o 
comportamento anisotrópico do tecido ósseo através da matriz Dano. Essa matriz, 
definida pelos autores Doblaré & Garcia (2002), está diretamente relacionada à matriz 
Remodelação e às variáveis físicas: a densidade aparente (ou fração de volume ósseo) e 
a matriz Fabric. 
 Através de um modelo de osso longo genérico, sem e com prótese cimentada, 
posto no segundo exemplo, o algoritmo conseguiu predizer a evolução da 
microestrutura do tecido ósseo submetido a casos de carga distintos. A análise não-
linear material partiu de uma situação hipotética - material isotrópico com distribuição 
uniforme da densidade -, obtendo uma indicação qualitativa de características 
morfológicas básicas do fêmur humano, como por exemplo, a formação do canal 
medular e da camada de tecido cortical evolvendo-o, ambos situados na diáfise. 
Diferenças puderam ser observadas, quanto à distribuição da densidade e da deformação 
específica, quando se insere um implante de titânio com cimento. Viu-se que a inclusão 
de implantes pode alterar o caminho das tensões no osso, ocasionando a modificação da 
resposta adaptativa do tecido ósseo, havendo formação e reabsorção em regiões diversas 
no mesmo. Entretanto, com o passar do tempo de simulação, a distribuição final não é 
alcançada, isto é, regiões do osso continuam sofrendo o processo de remodelação. Por 
conseqüência, a rigidez global da estrutura é alterada constantemente, importando num 
contínuo processo de remodelação em partes diversas no osso. 
 No terceiro exemplo, analisou-se um modelo bidimensional da extremidade 
proximal do fêmur humano. O algoritmo de remodelação proposto conseguiu predizer, 
do ponto de vista qualitativo, a distribuição complexa da densidade aparente na epífise, 
o canal medular e as duas camadas corticais que se situam na diáfise. No modelo, não 
foram incluídas as placas laterais, comumente utilizadas para simular a conexão entre as 
duas camadas corticais da diáfise, na medida em que o osso é uma estrutura 
tridimensional. Ao invés das placas, utilizaram-se apoios laterais a fim de simular essa 
conectividade. Independentemente da utilização de um ou de outro, ambos são formas 
simplificadas de simular a camada cortical. Como ocorre no modelo isotrópico de 
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Stanford, apontado no trabalho de Rüberg (2003), a estrutura predita para tempos 
maiores de simulação torna-se menos coincidente com a realidade. Além disso, 
descontinuidades ocorrem, isto é, no decorrer do processo elementos rígidos tornaram-
se mais rígidos, enquanto que outros vizinhos perderam densidade, até que os mesmos 
atingissem o valor mínimo – fenômeno conhecido como “tabuleiro de xadrez”. 
 Nessas simulações, as taxas de remodelação são irrelevantes, uma vez que as 
análises computacionais partiram de geometrias simplificadas bidimensionais e o foco 
das análises é checar a habilidade do modelo em predizer a distribuição da densidade e 
sua evolução. Ademais, as magnitudes das deformações específicas ficaram dentro da 
escala fisiológica observada por Frost (1987), dando apoio à validade dos modelos de 
elementos finitos. 
 A teoria proposta se constitui numa aproximação mecânica no nível 
macroscópico, que se define uma lei matemática para descrever a evolução da 
densidade aparente (ou fração de volume ósseo). Os resultados das simulações 
numéricas com essa aproximação mostraram que o osso é capaz de se adaptar a 
variações dos carregamentos. À formulação pode-se incorporar um número maior de 
variáveis mecânicas e biológicas, de maneira a capturar processos mais complexos do 
tecido ósseo, tornando-a mais realística. 
 As propriedades mecânicas do osso variam com fatores metabólicos, tais como 
idade, sexo e nutrição, e também com outros fatores, como o grau de mineralização e a 
densidade aparente (Doblaré et al., 2004). Assim, a matriz Dano pode ser relacionada 
com outras variáveis. O grau de mineralização (também conhecido como calcificação), 
por exemplo, pode ser introduzido como uma variável independente. Essa variável, 
comumente chamada de fração cinza, contribui na rigidez do osso, tendo grande 
influência na variação da fração de volume ósseo devido à remodelação (Hernandez et 
al., 2001). 
 A progressão do microdano no tecido ósseo difere na tração e na compressão e 
depende do nível de tensão ou deformação (Zioupos & Casinos, 1998); desse modo, 
podem ser propostas outras funções para o acúmulo de dano d, definindo-se limites 
críticos diferentes para que se inicie o processo de reparação. 
 Como pesquisa futura, análises quantitativas apoiadas em ensaios 
experimentais tornam-se necessárias, aplicando o algoritmo em problemas reais tanto na 
área de tratamentos de implantes dentários quanto no campo da ortopedia, com o intuito 
 144 
de predizer a evolução da microestrutura e das propriedades constitutivas do tecido 










 A matriz Constitutiva para o material danificado C pode ser escrita em função 
da fração de volume ósseo e (ou da densidade aparente e da densidade do tecido ósseo 
com porosidade nula), da matriz para o material íntegro 0C  e da matriz Fabric Ĥ  por: 
 
  















































onde eρρ ˆ= . Supondo que 1−H  exista ( )IHH =−1 , a matriz Força Termodinâmica Y 
pode ser relacionada à função de energia livre χ  através do operador traço tr da 
seguinte forma: 
 
  ( ) ( ) CεHεYHYH 11 −− == T2trtr  (A.1.2) 
 
onde ( ) ( ) ( ) Y:HHY:HHY:HHYHH 1111 −−−− === TTTtr  (Malvern, 1969) e 
CεεY:H T2= , uma vez que: 
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 Substituindo as relações ĤCĤC 0βe=  e 21
41 // ĤH −
−− =
β



























































 Para uma análise anisotrópica ( )0≠ω , a matriz J pode ser escrita em função da 
matriz Y. Partindo do caso isotrópico ( ) 0dev =Y  (Rüberg, 2003), tem-se: 
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onde rα  é um escalar. 
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 Mas se ( ) 1=Ĥdet  (Doblaré & Garcia, 2002), a Eq. (A.4.2) fica: 
 
  ( ) 232 /H βedet =  (A.4.3) 
 
 Segundo Lai et al. (1993) a derivada em relação ao tempo t do determinante de 
um alguma matriz A é: 
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 Utilizando a regra estabelecida na Eq. (A.4.4), pode-se determinar a derivada 
em relação ao tempo da Eq. (A.4.3): 
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 Para a reabsorção óssea, a taxa da matriz Remodelação é dada pela Eq. (A.3.2). 
Substituindo essa equação na Eq. (A.4.5) obtém-se: 
 
  



































































 Para a formação óssea, a taxa da matriz Remodelação é dada pela Eq. (A.3.4). 
Substituindo essa na Eq. (A.4.5) obtém-se a seguinte expressão: 
 
  






















































































































































































































































































 Mas ( ) 111222 −−−−−− ===== HHHHHHHHHHHHHHH  TTTT , pois as 
matrizes H,H,H 1−  são matrizes diagonais. Então, aplicando essa relação na Eq. 
(A.6.1), a expressão que define a taxa da fração de volume óssea e  fica: 
 
  ( )1−= HH tr
3β
4e
e  (A.6.2) 
 
 De maneira semelhante, a Eq. (A.6.2) pode ser escrita em função da densidade 










































 A matriz Flexibilidade para o material isotrópico 0S  no Estado Plano de 
Tensões é escrita por: 
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 Fazendo 22 HSH 0 , obtém-se: 
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